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本 书 从 实 变 函 数论 的 发 展 简 史 出 发 ,深入 浅 出 地 阐述 了 实 变 函 数论 的 基本 理 
论 .基本 问题 和 基本 方法 .本 书 共 分 为 六 章 , 内 容 包 括 : 实 变 函 数论 发 展 简 史 、 集 合 
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力 将 每 个 知识 点 与 中 学 的 数学 知识 和 大 学 的 数学 分 析 知 识 联 系 起 来 ,便于 读者 比 
较 与 加 深 理 解 , 增 加 对 知识 背景 的 认识 . 书 中 也 极力 渗透 拓扑 学 思想 及 较 勒 贝 格 积 
分 理论 更 加 一 般 的 积分 理论 ,为 后 续 课 程 的 学 习 黄 定 基础 . 书 中 每 节 配 有 适量 的 习 
题 , 其 中 既 有 对 易于 混淆 的 基础 知识 的 考查 ,也 有 更 为 深刻 的 结果 . 书 末 附 有 习题 
答案 与 提示 ,便于 教师 教学 和 学 生 自 学 . 

本 书 既 可 作为 高 等 院 校 数学 与 应 用 数学 专业 实 变 函 数论 课程 的 教材 ,也 可 作 
为 非 数 学 专业 该 课程 的 教学 参考 书 ,还 可 作为 相关 科研 人 员 的 参考 书 . 

为 了 方便 教师 多 媒体 教学 ,作者 提供 与 教材 配套 的 相关 内 容 的 电子 资源 (包括 电 
子 教案 .ppt 课件 习题 答案 .试题 库 等 ) ,需要 者 请 电子 邮件 联系 chengxiaoliang92@ 


163. com. 
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实 变 函数 是 指 其 自 变量 ( 单 变量 或 多 变量 ) 与 函数 值 均 为 实数 的 函数 . 实 变 函 数论 是 以 
实 变 函 数 作 为 研究 对 象 的 一 个 数学 分 支 . 实 变 函数 论 课程 是 数学 与 应 用 数学 专业 的 必修 课 
程 . 它 的 概念 与 思想 渗透 到 数学 的 许多 分 支 , 如 测度 论 . 概 率 论 .数理 统计 、 积 分 方程 .微分 方 
程 \ 量 子 力学 ,计算 数学 , 泛 函 分 析 ,分形 几何 .小 波 分 析 、` 调 和 分 析 ,动力 系统 .随机 过 程 和 随 
机 分 析 等 ,对 形成 近代 数学 的 一 般 拓扑 学 和 泛 郴 分 析 两 个 重要 分 支 有 着 极为 重要 的 影响 . 实 
变 函 数论 和 古典 数学 分 析 不 同 , 它 是 一 种 比较 高 深 精细 的 理论 ,是 数学 的 一 个 重要 分 支 , 它 
在 数学 各 个 分 支 的 应 用 是 现代 数学 的 特征 . 本 书 从 实 变 函 数论 的 发 展 简 史 出 发 ,深入 浅 出 地 
阐述 实 变 函 数论 的 基本 理论 、 基 本 问题 和 基本 方法 . 

全 书 共 分 为 六 章 , 内 容 包 括 : 实 变 函 数论 发 展 简 史 、 集 合 与 点 集 、 可 测 集 合 、 可 测 函 数 、 
勒 贝 格 积分 理论 和 微分 与 不 定 积 分 等 . 第 一 章 介绍 实 变 函 数论 的 发 展 历程 ,使 读者 更 详尽 地 
掌握 实 变 函 数论 发 展 的 历史 进程 ,从 整体 把 握 本 门 课 程 的 脉络 ,也 为 做 进一步 的 探索 研究 指 
明 方向 .第 二 章 介绍 集合 及 其 运算 、 集 合 的 基数 .不 可 数 无 穷 集 、R" 中 的 点 集 、 点 的 分 类 与 开 
集 、 闭 集 及 其 构造 等 内 容 . 实 变 孙 数论 主要 考查 定义 在 可 测 集 上 的 可 测 函 数 ,建立 较 黎 曼 积 
分 理论 更 为 一 般 的 勒 贝 格 积 分 理论 ,因此 集合 论 的 基础 知识 是 学 习 本 门 课程 的 预备 知识 . 虽 
然 从 中 学 到 大 学 的 许多 课程 都 或 多 或 少 地 涉及 集合 的 相关 知识 ,但 这 里 主要 使 学 生 掌握 定 
义 可 测 集 所 需要 的 诸如 集合 的 基数 , 恨 "中 点 的 分 类 和 一 些 常见 的 ,有 重要 意义 的 集合 ,与 以 
前 所 学 的 相关 知识 侧重 点 不 同 . 为 了 内 容 的 完整 和 学 生 自学 的 方便 ,我 们 对 这 部 分 知识 简要 
阐述 . 第 三 章 由 求 平面 图 形 面 积 的 过剩 ”近似值 与 不足” 近似 值 出 发 ,将 其 一 般 化 ,定义 集 
合 的 外 测度 与 内 测度 . 说 明 并 不 是 所 有 的 集合 都 满足 外 测度 的 有 限 可 加 性 这 个 最 基本 的 性 
质 , 进 而 将 R" 中 所 有 的 集合 分 为 可 测 集 与 不 可 测 集 两 大 类 . 对 于 满足 测度 有 限 可 加 性 的 可 测 
集 类 ,我 们 研究 它 的 构造 ,揭示 它 与 我 们 最 常见 、 最 简单 的 集合 一 一 博 雷 尔 集 的 关系 ,从 而 使 
学 生 对 这 类 新 的 集合 感到 并 不 陌生 . 该 章 的 最 后 ,我 们 也 介绍 乘积 空间 与 截 口 的 概念 ,得 到 
由 低 维 空间 生成 高 维 空间 及 由 高 维 空间 得 到 低 维 空间 的 具体 方法 . 第 四 章 介 绍 实 变 函数 论 
的 研究 对 象 一 一 可 测 清 数 .我们 从 建立 勒 贝 格 积 分 理论 的 实际 需要 出 发 ,利用 集合 的 可 测 性 
定义 函数 的 可 测 性 ,并 应 用 可 测 集 的 性 质 研究 可 测 函 数 的 基本 性 质 .为 了 说 明 可 测 函 数 并 不 
脱离 我 们 熟悉 的 最 简单 的 函数 ,我 们 深入 探讨 了 可 测 函 数 与 简单 函数 的 关系 ,得 出 简单 函数 
一 定 旦 可 测 函 数 , 且 任何 可 测 函 数 一 定 能 用 简单 函数 列 允 近 , 即 其 为 简单 函数 列 的 极限 函 
数 . 对 于 可 测 函 数 序 列 , 我 们 定义 了 几乎 处 处 收敛 与 依 测度 收敛 这 两 种 新 的 有 广泛 应 用 的 
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收敛 ,并 研究 了 它们 与 一 致 收敛 的 关系 . 叶 果 洛 夫 定理 阐述 了 几乎 处 处 收敛 的 函数 列 在 满足 
一 定 的 条 件 下 可 以 部 分 地 “恢复 ”一 致 收敛 性 ,为 我 们 处 理 极限 问题 提供 有 力 工具 . 重金 定理 
对 可 测 函 数 的 本 质 进行 刻画 ,使 我 们 更 加 清楚 可 测 函 数 的 结构 问题 , 它 得 到 几乎 处 处 取 有 限 
值 的 可 测 函 数 一 定 是 部 分 连续 或 “基本 连续 ”的 ,为 研究 可 测 函 数 提供 了 有 效 手 段 . 第 五 章 为 
本 书 的 核心 内 容 , 讲 述 了 勒 贝 格 积分 理论 . 该 章 时 刻 将 勒 贝 格 积分 理论 与 黎 曼 积分 理论 进行 
比较 研究 ,说明 这 种 理论 较 黎 曼 积分 理论 的 进步 之 处 ,同时 也 指出 二 者 也 是 有 着 密切 联系 
的 , 黎 曼 积分 的 许多 性 质 和 结果 同样 被 勤 贝 格 积分 继承 下 来 .我 们 知道 黎 曼 积分 在 处 理 积 
与 极限 换 序 方面 的 条 件 要 求 近乎 于 苛刻 ,而 勒 贝 格 积分 的 三 大 极限 定理 一 一 勒 贝 格 控制 收 
敛 定理 、. 勒 维 渐 升 列 积分 定理 与 法 都 引 理 说 明 在 实现 积分 与 极限 交换 次 序 方面 勒 贝 格 积 
的 要 求 宽松 得 多 ,这 也 是 勒 贝 格 积分 最 引 以 为 豪 的 成 功 之 处 . 该 章 的 最 后 给 出 黎 曼 可 积 的 充 
分 必要 条 件 , 即 其 不 连续 点 构成 的 集合 的 测度 为 零 , 使 我 们 清晰 地 看 到 黎 曼 可 积 函 数 的 构 
造 , 同 时 解决 了 黎 曼 积 分 一 直 想 解决 ,但 又 解决 不 了 的 问题 .第 六 章 探 讨 勒 贝 格 不 定 积分 与 
微分 之 间 的 关系 ,给 出 勒 贝 格 积分 意义 下 的 微 积分 基本 定理 一 一 牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 成 立 的 
充分 条 件 . 该 章 首 先 将 数学 分 析 中 导数 的 概念 与 不 定 积分 的 概念 进行 推广 ,然后 由 浅 和 人 深 地 
对 单调 函数 有 界 变 差 函 数 的 可 微 性 进行 讨论 ,最 后 找到 使 牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 成 立 的 函数 
类 一 一 绝对 连续 函数 类 ,并 对 其 可 微 性 与 导数 的 勒 贝 格 可 积 性 深入 探讨 . 对 于 勤 贝 格 意义 下 
重 积 分 与 累 次 积分 的 关系 与 分 部 积分 公式 ,得 到 了 与 黎 曼 积分 类 似 的 结果 . 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ,全 国 十 余 所 兄弟 院 校 的 同行 提出 了 很 多 宝贵 的 建议 ,本 书 的 出 版 
得 到 了 北京 大 学 出 版 社 的 大 力 支 持 , 在 此 我 们 表示 诚挚 的 谢意 . 

本 书 既 可 以 作为 高 等 院 校 数学 与 应 用 数学 专业 实 变 函 数论 课程 的 教材 ,也 可 作为 非 数 
学 专业 该 课程 的 教学 参考 书 , 还 可 作为 相关 科研 人 员 的 参考 书 . 

本 书 内 容 虽然 经 过 编者 们 多 次 讨论 .审阅 、 修 改 , 但 限于 编者 的 水 平 ,不 妥 之 处 仍然 会 存 
在 ,恳请 广大 同行 和 读者 给 予 批评 指正 . 
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实 变 函 数论 发 展 简 史 


实 变 函数 是 指 其 自 变量 ( 单 变量 或 多 变量 ) 与 汤 数 值 均 为 实 
数 的 函数 . 实 变 函 数论 (real function theory) 是 以 实 变 函 数 作 为 研 
究 对 象 的 一 个 数学 分 支 ,其 创始 人 是 法 国 数学 家 勒 贝 格 (H.L. 
Lebesgue,1875—1941). 


一 、 实 变 函 数论 产生 的 背景 与 意义 


实 变 函 数论 是 微 积分 学 的 发 展 与 革新 . 微 积 分 产生 于 十 六 七 世纪 ， 
发 展 于 18 世纪 ,成熟 于 18 世纪 末 19 世纪 初 . 随后 数学 家 对 其 进行 广泛 
的 研究 ,建立 起 今天 我 们 所 熟悉 的 数学 分 析 . 也 正 是 在 那 时 , 黎 曼 (B. Ri- 
emann,1826 一 1866) 积 分 意义 下 的 许多 奇怪 现象 被 发 现 . 19 世纪 初 , 人 
们 猜想 连续 函数 除 个 别 点 外 都 是 可 微 的 . 但 德国 数学 家 维尔 斯 特 拉 斯 
(K. Weierstrass,1815 一 1897) 找 到 了 一 个 由 级 数 定义 的 了 浮 数 ,其 连续 但 
处 处 不 可 微 . 这 一 事实 让 许多 数学 家 大 为 震惊 . 之 后 ,有 人 陆续 发 现 了 具 
有 有 限 导数 但 不 黎 曼 可 积 的 函数 、 连 续 但 不 分 段 单 调 的 函数 等 . 上述 现 
象 启发 我 们 ,在 数学 中 仅 依靠 直观 的 想象 与 猜想 是 行 不 通 的 . 另外 , 黎 曼 
积分 在 极限 与 积分 交换 次 序 、 微 积分 基本 定理 与 可 积 函 数 空间 的 完备 性 
等 方面 具有 较 大 的 局 限 性 . 为 了 深入 地 研究 函数 的 性 质 , 使 得 运算 变 得 
灵活 ,以 勒 贝 格 为 代表 的 数学 家 们 建立 了 新 的 测度 理论 与 积分 理论 , 即 
勒 贝 格 测度 理论 与 积分 理论 , 它 是 经 典 黎 曼 积 分 理论 的 深刻 变革 与 
发 展 . 

黎 曼 可 积 性 与 分 割 的 子 区 间 长 度 及 函数 在 每 个 子 区 间 上 的 振幅 有 
关 , 而 函数 的 振幅 大 小 涉及 连续 性 的 问题 ,为 了 保证 函数 的 黎 曼 可 积 性 ， 
其 不 连续 点 必须 能 被 长 度 总 和 任意 小 的 区 间 覆 盖 . 事实 上 ,用 勒 贝 格 测 
度 的 思想 来 说 ,就 是 要 求 所 研究 函数 的 不 连续 点 构成 的 集合 的 测度 为 
零 . 随 着 理论 的 深入 与 实际 应 用 范围 的 拓宽 ,各 种 各 样 “ 奇 特 ” 的 函数 摆 
在 人 们 面前 ,其 性 质 也 吸 待 研究 . 由 于 在 黎 曼 积分 的 范围 内 对 具有 无 穷 
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多 次 激烈 震荡 的 函数 无 法 进行 研究 ,于 是 勒 贝 格 提出 不 分 割 函 数 的 定义 区 间 , 而 从 分 割 函 数 
的 值 域 人手 定义 积 

勒 贝 格 积分 理论 克服 了 黎 曼 积 分 理论 的 不 足 . 首先 , 勒 贝 格 积分 的 被 积 函 数 是 定义 在 R” 
中 可 测 集 上 的 可 测 函 数 ,其 定义 域 可 以 是 有 界 可 测 集 ,也 可 以 是 无 界 可 测 集 ,这 就 克服 了 和 歼 
曼 积 分 对 被 积 函 数 “ 基 本 连续 ”的 限制 ;其 次 , 勒 贝 格 积分 理论 在 积分 与 极限 交换 次 序 、 重 积 
分 化 为 累 次 积分 等 方面 更 加 灵活 ;再 次 ,这 种 理论 的 引入 还 使 数学 分 析 中 很 难 讲 清楚 的 道 
理 , 如 单调 函数 的 可 微 性 、 黎 曼 可 积 的 充分 必要 条 件 等 变 得 清晰 明确 ,甚至 初等 数学 中 的 一 
些 基 本 概念 与 结果 也 只 有 用 到 实 变 函数 论 的 知识 才能 解释 清楚 . 更 值得 一 提 的 是 , 勒 贝 格 积 
分 理论 充满 了 新 思想 和 新 方法 , 它 的 出 现 更 具 实 际 意义 , 正 是 由 于 这 种 理论 方法 的 出 现 , 使 
得 测度 论 .概率 论 .数理 统计 、 积 分 方程 .微分 方程 .量子 力学 ` 计 算数 学. 泛 函 分 析 、 分 形 几 
何 、 小 波 分 析 、` 调 和 分 析 、 动 力 系统 、 随 机 过 程 和 随机 分 析 等 学 科 得 到 了 空前 的 繁荣 . 实 变 函 
数论 是 现代 数学 的 标志 之 一 . 


二 、 实 变 函 数论 的 发 展 历史 


“数学 和 科学 中 的 巨大 进展 ,几乎 总 是 建立 在 几 百 年 中 作出 一 点 一 滴 贡 献 的 许多 人 的 工 
作 之 上 的 ,需要 一 个 人 走出 那 最 高 和 最 后 的 一 步 ,这 个 人 要 能 足够 敏锐 地 从 纷乱 的 猜测 和 说 
明 中 清理 出 前 人 有 价值 的 想法 ,有 足够 的 想象 力 把 这 些 碎片 重新 组 织 起 来 . ”这 是 美国 数学 
家 莫 里 斯 . 克 莱 因 (Morris Kline,1908 一 1992) 在 他 的 名 著 《 古 今 数 学 思想 ) 中 的 一 段 话 . 事 
实 上 ,在 勒 贝 格 提 出 他 的 测度 理论 与 积分 理论 之 前 ,许多 数学 家 已 经 做 出 了 大 量具 有 铺路 石 
意义 的 工作 . 

斯 蒂 尔 杰 斯 (Stieltjes,1856 一 1894) 积 分 是 黎 曼 积分 理论 的 第 一 次 发 展 ,在 现代 数学 中 
起 了 重要 作用 . 斯 蒂 尔 杰 斯 是 荷兰 数学 家 ,他 在 1894 年 发 表 的 论文 《 连 分 数理 论 ) 中 推广 了 
黎 曼 积分 . 为 了 表示 一 个 解析 函数 序列 的 极限 ,他 将 积分 区 间 推 广 到 无 穷 区 间 , 但 遗憾 的 是 
这 种 积分 不 具有 普遍 性 . 斯 蒂 尔 杰 斯 的 贡献 还 包括 : 研究 了 发 散 级 数 及 其 连 分 式 展 开 ,为 连 
分 式 解析 理论 的 研究 奠定 了 基础 ;与 庞 加 莱 各 自 独 立地 给 出 了 级 数 渐 近 于 一 个 函数 的 定义 ; 
提出 了 “和 矩 量 问题 *; 研 究 了 正 交 多 项 式 ; 给 出 了 近似 积分 法 ;等 等 ， 

约 当 (C.Jordan,1838 一 1922) 是 法 国 数学 家 ,他 在 测度 论 方面 的 贡献 是 提出 了 “ 约 当 容 
量 ” 的 概念 . 他 的 《分 析 教 程 》 是 19 世纪 后 期 分 析 学 的 标准 教材 . 在 该 书 中 ,他 定义 了 闭 区 间 
[a;6] 上 点 集 EE 的 外 容量 与 内 容量 ,提出 “车 EE 的 内 、 外 容量 相等 , 则 巨 具 有 容量 ”. 随后 他 将 
容量 概念 推广 到 高 维 空间 ,证 得 其 具有 有 限 可 加 性 , 即 有 限 个 互 不 相交 的 具有 容量 集合 的 并 
集 依然 具有 容量 , 且 并 集 的 容量 等 于 各 个 集合 的 容量 之 和 . 尽管 约 当 容量 的 思想 与 勒 贝 格 测 
度 的 思想 已 经 相当 接近 ,但 在 约 当 意 义 下 有 限 区 间 中 的 有 理 数 集 不 具有 容量 ,有 界 开 集 等 常 
见 的 集合 不 一 定 具有 容量 ,因此 利用 约 当 容量 测量 集合 不 尽 完善 . 在 约 当 定理 中 ,他 指出 简 
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单 闭 曲线 能 将 平面 分 成 两 个 区 域 . 约 当 的 重要 工作 还 体现 在 代数 学 方面 ,他 发 展 了 有 限 群 
论 ,研究 了 置换 群 有 限 可 解 群 , 证 得 群 论 中 的 一 系列 有 限 性 定理 . 

博 雷 尔 (E. Borel,1871 一 1956) 对 容量 理论 进行 了 完善 . 博 雷 尔 是 20 世纪 伟大 的 数学 
家 ,1871 年 1 月 7 日 出 生 于 法 国 圣 阿 弗 里 克 ,1956 年 2 月 3 日 逝世 于 法 国 巴 黎 . 他 是 一 位 多 
产 的 数学 家 ,论文 及 论著 有 三 百 多 种 ,其 中 很 多 被 翻译 成 外 文 , 在 分 析 学 、 函 数论 、 数 论 、 代 数 
学 、 几 何 学 、 数 学 物理 、 概 率 论 等 诸多 分 支 都 有 杰出 的 贡献 . 法 国 数学 家 弗 雷 吹 (Frechet， 
1878 一 1973) 曾 说 :“ 仅 仅 为 了 归纳 、 简 述 博 雷 尔 的 作品 就 需要 数 卷 篇 幅 . ”而 法 国 数学 家 蒙 
泰 尔 (Montel) 说 :“ 博 雷 尔 的 思想 将 会 长 久 地 继续 在 研究 中 发 挥 影响 ,就 像 远 处 的 星光 散布 
到 广阔 的 空间 . ?在 测度 论 方面 , 博 雷 尔 的 开创 性 工作 是 将 “点 集 五 的 容量 由 有 限 个 覆盖 互 
的 区 间 长 度 和 逼近 ? 变 为 “有 界 开 集 的 测度 定义 为 其 构成 区 间 的 长 度 总 和 ?”; 对 可 数 个 互 不 相 
交 的 可 测 集 的 并 集 的 测度 进行 定义 ,定义 其 为 每 个 集合 测度 的 和 ; 若 点 集 A 与 B 均 可 测 , 且 
A 刁 B, 则 定义 A 一 B 的 测度 等 于 A 的 测度 减 去 B 的 测度 . 他 还 研究 了 零 测 集 . 在 分 析 学 方 
面 ,他 系统 、 深 入 地 研究 了 发 散 级 数 的 性 质 , 给 出 了 绝对 可 和 性 的 概念 ,发 展 了 可 和 性 级 数理 
论 ,证 得 绝对 可 和 的 发 散 级 数 可 以 像 收敛 级 数 一 样 进行 运算 ;他 完善 了 海 涅 (Heine,1821 一 
1881) 提 出 的 覆盖 定理 ,证 得 一 个 区 间 的 所 有 开 履 盖 中 能 够 选 出 有 限 个 子 覆盖 , 即 现在 所 说 
的 海 涅 - 博 雷 尔 定理 或 有 限 覆 盖 定 理 . 博 雷 尔 将 概率 论 与 测度 论 相 结合 ,首次 提出 可 数 事件 
的 概率 ,填补 了 古典 有 限 概率 和 几何 概率 之 间 的 空白 . 此 外 ,他 在 对 策 论 方面 的 研究 也 颇 有 
建树 ,将 最 优 策 略 .混合 策略 .均衡 策略 和 无 限 策略 应 用 于 战争 及 经 济 建设 . 在 数学 中 ,以 他 
的 姓氏 命名 的 概念 和 结论 有 : 博 雷 尔 函 数 、 博 雷 尔 测度 、 博 雷 尔 变 模 、 博 雷 尔 集 、 博 雷 尔 强大 

勒 贝 格 1875 年 6 月 28 日出生 于 法 国 博 韦 ,1941 年 7 月 26 日 逝世 于 法 国 巴 黎 . 他 的 毕 
生 精 力 都 献 给 了 数学 事业 ,成 为 20 世纪 法 国 最 有 影响 的 分 析 学 家 之 一 . 勒 贝 格 是 博 雷 尔 的 
学 生 . 在 博 雷 尔 思想 的 影响 下 并 结合 前 人 的 工作 , 勒 贝 格 建立 了 新 的 测度 理论 与 积分 理论 . 
他 在 1902 年 发 表 的 著名 论文 《积分 ,长 度 与 面积 ) 与 随后 出 版 的 两 部 论著 《 论 三 角 级 数 》 
(1903 年 ) 和 《积分 与 原 函 数 的 研究 》(1904 年 ) 中 第 一 次 阐述 了 测度 理论 与 积分 思想 ,并 在 之 
后 的 几 年 中 对 它 进行 了 补充 和 完善 . 以 他 名 字 命 名 的 勒 贝 格 积分 理论 是 对 积分 学 的 重大 突 
破 . 在 测度 论 方面 ,对 于 闭 区 间 [La,5] 上 的 点 集 EE, 他 首先 定义 了 外 测度 , 即 外 测度 为 所 有 覆 
盖 互 的 区 间 列 的 长 度 和 的 下 确 界 ;其 次 ,将 五 的 内 测度 定义 为 La ,go 的 测度 减 去 La ,由 一 下 的 
外 测度 , 若 五 的 内 、 外 测度 相等 , 则 称 其 为 可 测 集 . 为 了 降低 讨论 的 复杂 程度 ,现在 基本 上 不 
采用 内 测度 的 定义 方式 ,而 通常 利用 卡拉 泰 奥 多 里 条 件 定义 可 测 集 . 对 于 勒 贝 格 积分 思想 与 
笋 曼 积 分 思想 的 区 别 , 勒 贝 格 做 过 一 个 形象 而 生动 的 描述 :“ 我 必须 偿还 一 笔 钱 . 如 果 我 从 
口袋 中 随意 地 摸 出 来 各 种 不 同 面值 的 钞票 ,逐一 地 还 给 债主 直到 全 部 还 清 ,这 就 是 黎 曼 积 
分 ;不 过 ,我 还 有 另外 一 种 做 法 ,就 是 把 钱 全 部 拿 出 来 并 把 相同 面值 的 钞票 放 在 一 起 ,然后 再 
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一 起 付 给 应 还 的 数目 ,这 就 是 我 的 积分 . ”对 勒 贝 格 的 评价 ,美国 数学 忠 家 克 兰 (Kline) 说 : 
“ 勒 贝 格 的 工作 是 本 世纪 的 一 个 伟大 贡献 ,确实 赢得 了 公认 ,但 和 通常 一 样 ,也 并 不 是 没有 遭 
到 一 定 的 阻力 的 . ” 勒 贝 格 在 他 的 《工作 介绍 ) 中 写 道 :“ 对 于 许多 数学 家 来 说 ,我 成 了 没有 导 
数 的 函数 的 人 ,虽然 我 在 任何 时 候 也 不 曾 完 全 让 我 自己 去 研究 或 思考 这 种 函数 . 因为 埃 尔 米 
特 表 现 出 来 的 慌 惧 和 厌恶 差不多 每 个 人 都 会 感 党 到 ,所 以 任何 时 候 , 只 要 当 我 试图 参加 一 个 
数学 讨论 会 时 ,总 会 有 些 分 析 家 说 :“ 这 不 会 使 你 感 兴趣 的 ,我 们 在 讨论 有 导数 的 函数 .或 
者 一 位 几何 学 家 就 会 用 他 的 语言 说 :“ 我 们 在 讨论 有 切 平 面 的 曲面 . ，” 勒 贝 格 积 分 理论 真正 
得 到 大 众 的 认可 并 得 以 应 用 是 在 20 世纪 30 年 代 . 勒 贝 格 的 贡献 还 包括 : 用 积分 理论 研究 三 
角 级 数 ; 改 进 了 函数 可 以 展开 为 三 角 级 数 的 充分 条 件 ; 推 广 了 导数 概念 ;证 得 勒 贝 格 意义 下 
的 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 ;提出 了 因 次 理论 ;证 明了 贝尔 范畴 各 类 函数 的 存在 性 ;在 拓扑 学 中 引 
人 和信 了 紧 性 的 定义 和 紧 集 的 勒 贝 格 数 ;等 等 . 在 数学 中 ,以 他 的 姓氏 命名 的 概念 有 : 勒 贝 格 函 
数 、 勒 贝 格 测度 、 勒 贝 格 积分 和 、 勒 贝 格 积分 、 勒 贝 格 空 间 、 勒 贝 格 分 解 . 勒 贝 格 分 类 、 勒 贝 格 
面积 、 勒 贝 格 准则 、 勒 贝 格 疹 、 勒 贝 格 数 、 勒 贝 格 点 、 勒 贝 格 链 、 勒 贝 格 不 等 式 、 勒 贝 格 谱 数 等 ; 
以 他 的 姓氏 命名 的 定理 也 有 很 多 . 作为 对 他 杰出 贡献 的 肯定 ,伦敦 .罗马 .比利时 法国、 英 
国 .丹麦 ,波兰 、 罗 马 尼 亚 、 苏 联 等 国家 都 曾 聘 他 为 科学 院 院 士 或 数学 学 会 会 员 ; 获 得 胡 勒 维 
格 奖 、 彭 赛 列 奖 和 赛 恩 吐 奖 等 . 

后 来 维 塔 利 (G. Vitali ,1875 一 1932) ,卡拉 泰 奥 多 里 (C. Carathéodory,1873 一 1950)、 黎 
斯 (F. Riesz,1880 一 1956) 等 人 又 对 这 种 理论 进行 了 深入 的 研究 . 

维 塔 利 是 意大利 数学 家 ,力学 家 ,1875 年 出 生 于 拉 韦 纳 ,1932 年 逝世 于 博洛尼亚 , 因 维 
塔 利 定理 出 名 . 维 塔 利 定理 在 选择 公理 的 假设 下 给 出 了 多 个 勒 贝 格 不 可 测 集 ,后 来 人 们 将 这 
些 集合 命名 为 维 塔 利 集合 . 他 对 可 测 函 数 性 质 做 了 早期 研究 ,给 出 了 绝对 连续 函数 的 概念 ， 
他 的 维 塔 利 覆 盖 引 理 也 是 测度 理论 的 一 条 基本 原理 . 此 外 ,他 还 研究 了 解析 函数 列 的 极限 也 
数 的 解析 性 、 积 分 与 极限 交换 次 序 等 问题 . 

卡拉 泰 奥 多 里 是 希腊 数学 家 ,1873 年 9 月 13 日 出 生 于 柏林 ,1950 年 2 月 2 日 逝世 于 莫 
尼 黑 . 他 在 数学 方面 作出 了 许多 杰出 的 贡献 . 在 测度 论 方面 ,他 提出 了 测度 扩张 方法 ,利用 卡 
拉 泰 奥 多 里 条 件 定义 可 测 集 ,这 也 是 目前 绝 大 多 数 教材 采用 的 方法 ,其 形式 简单 ,便于 验证 ; 
在 函数 论 方面 ,他 研究 了 函数 值 分 布 论 ,并 将 单位 圆 上 单 连通 域 的 保 形变 换 定 理 进行 了 简 
化 ,得 到 了 边界 对 应 理论 ;在 偏 微 分 方程 方面 ,他 研究 了 变 分 法 与 一 阶 偏 微分 方程 的 关系 , 利 
用 得 到 的 结论 解决 了 拉 格 朗 日 问题 ;在 几何 学 方面 ,他 发 展 了 变 分 法 ,把 光滑 曲线 的 相关 理 
论 推广 到 有 角 曲 线 上 ,提出 了 解 曲线 场 的 概念 .另外 ,他 在 狭义 相对 论 与 热力 学 公理 化 等 方 
面 也 取得 了 很 多 重要 的 成 果 . 

不 得 不 提 到 的 一 点 是 ,在 研究 集合 的 外 测度 时 , 勒 贝 格 发 现 外 测度 不 满足 有 限 可 加 性 这 
个 最 基本 的 性 质 , 即 有 限 个 互 不 相交 的 集合 的 并 集 的 外 测度 等 于 每 个 集合 分 别 求 外 测度 之 
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和 ,因此 他 将 不 满足 上 述 性 质 的 集合 排除 在 外 ,提出 不 可 测 集 的 概念 ,但 遗憾 的 是 迄今 为 目 
对 于 不 可 测 集 的 存在 与 否 仍然 没有 准确 的 答案 . 我们 通常 熟悉 的 构造 不 可 测 集 的 方法 中 需 
要 用 到 在 数学 界 中 一 直 饱 受 争议 的 选择 公理 . 对 于 选择 公理 ,有 许多 不 同 的 等 价 说 法 ,一 种 
简单 的 描述 方式 如 下 : 设 是 由 一 些 非 空 集合 构成 的 集 族 , 我 们 可 以 从 % 的 每 个 集合 中 分 
别 选 出 一 个 元 素 组 成 一 个 新 的 集合 . 

现代 数学 中 的 许多 重要 结果 都 是 在 承认 选择 公理 的 基础 上 得 以 证 明 的 ,如 点 集 拓扑 学 
中 的 吉 洪 诺 夫 (Tychonoff) 定 理 、 线 性 代数 中 的 基底 存在 定理 . 泛 函 分 析 中 的 巴 拿 赫 (Ba- 
nach) 扩 张 定 理 等 等 .法 国 数学 家 庞 加 菜 (J. H. Poincare,1854 一 1912) 在 评价 选择 公理 时 曾 
说 :“ 我 们 围 住 了 一 群 羊 ,但 是 羊 棚 里 或 许 已 经 有 狼 了 . ”因此 ,不 管 怎 么 说 ,对 于 选择 公理 存 
在 的 “隐患 >, 在 短期 内 似乎 可 以 不 放 在 心 上 , 但 在 数学 发 展 的 历史 长 河中 是 迟早 要 被 解 
决 的 . 


此 外 ,在 勒 贝 格 积分 理论 意义 下 反常 积分 |， sazdz 依然 不 存在 等 问题 都 是 蔓 贝 格 积 


分 的 不 足 之 处 . 直到 现在 ,建立 满足 各 种 各 样 理论 需要 与 实际 需求 的 新 的 积分 理论 还 是 数学 
家 们 孜孜 以 求 的 目标 . 


集合 与 点 集 


数学 中 很 早 就 进行 了 有 关 集 合 各 种 问题 的 研究 . 19 世纪 70 
年 代 ， 集 合 论 作 为 独立 的 数学 分 支 登 上 历史 舞台 ， 其 创始 人 是 德 
国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,1845 一 1918). 他 对 集合 进行 了 深入 和 系 
统 的 探讨 . 到 21 世纪 ,集合 思想 已 渗入 到 现代 分 析 数 学 的 各 个 分 
支 , 成 为 现代 数学 的 标志 之 一 . 实 变 函 数论 就 是 建立 在 集合 论 基 
础 上 的 一 个 数学 分 支 .本 章 介 绍 实 变 函 数论 中 涉及 的 集合 理论 ， 
并 对 RR" 中 点 集 的 拓扑 进行 研究 , 这 是 后 面 各 章 内 容 的 基础 ， 


一 、 集合 的 概念 


合 是 数学 的 基本 人 研究 对 象 之 一 , 它 的 引入 是 为 了 抽象 地 研究 事物 
的 整体 结构 与 特征 ,以 便 更 加 细致 地 讨论 事物 的 本 质 特点 . 集合 的 概念 
有 各 种 不 同 的 描述 方法 ,但 本 质 上 是 一 致 的 . 

定义 1 有 限 个 或 无 限 多 个 固定 事物 的 全 体 称 为 集合 ,通常 用 大 写 
英文 字母 A,B,C,… 来 表示 . 

集合 中 的 每 个 个 体 事物 称 为 该 集合 的 元 素 , 通 常用 小 写 英 文字 母 a， 
b,c，… 来 表示 . 

集合 与 元 素 之 间 的 关系 用 符号 “E "与 “4 "(或 “E”) 来 表示 ,其 中 
“aE€ A"( 读 做 "a 属于 A”) 表 示 元 素 a 在 集合 A 中 ,“a&《 A" 或 “4E A”( 读 
做 “a 不 属于 A”) 表 示 元 素 a 不 在 集合 A 中 . 

不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 记 做 儿 . 

例如 ,集合 

{(zy) |r ty = 2,H (ry ER,) 


就 是 一 个 空 集 . 


$2.1 集合 及 其 运算 


表示 集合 中 元 素 构成 的 方法 通常 有 列举 法 和 描述 法 . 列举 法 是 将 该 集合 的 元 素 一 一 列 
举 出 来 ,如 


A 一 (1,2,3,4,5}， B={0,1,—1,2,—2,.)}). 
描述 法 是 将 该 集合 中 元 素 的 特性 描述 出 来 ,通常 记 为 
4={zlz 具有 性 质 P). 

定义 2 如 果 一 个 集合 中 的 所 有 元 素 都 是 数 , 则 称 其 为 数 集 . 常用 N,Z,Q,R,C 分 别 
表示 自然 数 集 .整数 集 ` 有 理 数 集 .实数 集 和 复数 集 , 并 用 Z+ ,Q; 及 民 ; 分别 表 示 正 整数 集 、 
正 有 理 数 集 及 正 实数 集 . 

定义 3 如 果 集 合 A 的 每 个 元 素 都 是 集合 B 的 元 素 , 则 称 A 是 B 的 子 集 , 记 做 ACB 
或 B 汪 A( 读 做 “A 含 于 B” 或 “B 包 含 A”). 

注意 : 约定 空 集 名 是 任何 集合 的 子 集 . 显然 A 为 A 的 子 集 . 这 两 个 子 集 称 为 A 的 平凡 
子 集 . 

定义 4 如 果 ACB, 且 BCA, 则 称 A 与 B 相等 , 记 做 A==B( 读 做 “A 等 于 B”); 若 不 
然 , 称 A 与 B 不 相等 , 记 做 A 关 B( 读 做 “A 不 等 于 B”). 

定义 5 如 果 ACB, 且 A 产 B, 则 称 A 是 B 的 真子 集 , 记 做 A 和 乒 B( 读 做 “A 真 含 于 B” 或 
“B 真 包 含 A”). 

定义 6 ”如果 一 个 集合 中 的 元 素 均 为 集合 , 则 称 其 为 集 族 或 集 类 ,通常 用 花 体 英文 字母 
WY, 甸 , 人,… 来 表示 . 

定义 7 给 定 集合 A, 其 所 有 子 集 构成 的 集 族 称 为 它 的 究 集 , 记 做 P(A) 或 2*, 即 

2+={B|BCA}). 


二 、 集合 的 运算 


对 给 定 集合 按 某 种 要 求 做 特定 分 解 与 组 合 是 处 理 集合 问题 的 常用 方法 ,这 种 分 解 与 组 
合 可 以 通过 集合 之 间 的 各 种 运算 实现 . 通常 用 到 的 关于 集合 的 运算 有 “并 ”“ 交 ”与 “ 差 ” 
三 种 . 
定义 8 设 A,B 为 两 个 集合 , 称 由 A 和 B 的 所 有 元 素 放 到 一 起 构成 的 新 集合 为 A 与 B 
的 并 集 或 和 和 集 , 简 称 为 并 或 和 , 记 做 AUB, 即 
AUB=(zlzEA 或 zxEB). 
定义 9 设 A,B 为 两 个 集合 , 称 由 A 和 B 的 所 有 共同 元 素 放 到 一 起 构成 的 新 集合 为 A 
与 B 的 交集 ,简称 为 交 , 记 为 A 门 B, 即 
ANMB={x|x€EA,H x€B). 
当 ANMB=B 时 , 称 A 与 B 互 不 相交 . 
定义 10 设 A 是 一 个 集合 . 若 对 每 个 XE A, 都 确定 了 一 个 集合 A; , 则 称 A 为 指标 集 或 
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下 标 集 , 并 称 {Ai1XE A}) 是 以 A 为 指标 集 的 一 个 集 族 . 
将 集 族 {A, |AEA} 中 所 有 集合 的 元 素 放 到 一 起 构成 的 新 集合 称 为 这 族 集合 的 并 集 或 和 
集 , 记 做 忆 A;( 读 做 " 集 族 {A |AE A} 的 并 集 ”), 即 


UA,={z| 存 在 XE4, 使 zEA). 
将 集 族 {A;,|AEA} 中 所 有 集合 的 共同 元 素 放 到 一 起 构成 的 新 集合 称 为 这 族 集合 的 交 
集 , 记 做 [ 1]A,( 读 做 “ 集 族 {A; |XEA4}) 的 交集 ”), 即 


{has= {zx| 对 每 一 4EA, 都 有 zxE Ai). 
若 对 任意 ja EA, 当 国 夭 ia 时 , 均 有 A 站 1A, 二 名, 则 称 集 族 {Ai1XEA} 是 互 不 相交 的 . 
例 1 设 A=1{1,2,5,6},B 二 {3,5,7,8}), 则 AUB= {1,2,3,5,6,7,8}). 


例 2 设 A=R,A=={rz| 一 2 二 zx 过 4) QE4), 则 
Ua,=R, Nh.=K. 
aE€EA EA 


例 3 设 A 一 | 1 一 AT 全 | GO 一 1,2,…) , 则 


n 


UI A= (02), Na.= {zi<r<1ti)=Ah,, [= 1 
ed | 7 一 二 
例 4 设 A,= {xz|n 达 xz 志 2n) (2 一 1,2,…), 则 


UA=[1,+0%), 4=E. 

定理 1 对 于 集合 的 并 和 交 运 算 , 有 以 下 规律 : 

(1) (交换 律 ) AUB=BUA, ANB=BNA; 

(2) (结合 律 ) AU (BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)= (ANB)NC; 

(3) (分 配 律 ) An (BUC)==(ANB)U CANOC), AU (B80)= (AUB)N (AUO); 

(4) ANMNA=AUA=A, AUZ=A, ANG=Y. 

定义 11 由 所 有 属于 集合 A 而 不 属于 集合 B 的 元 素 放 到 一 起 构成 的 新 的 集合 称 为 A 
与 B 的 差 集 , 简 称 为 差 , 记 做 A 一 B 或 A\B ( 读 做 “A 差 B”). 

定义 12 如果 在 某 一 问题 中 所 考虑 的 一 切 集 合 都 是 给 定 集合 S 的 子 集 , 则 称 集合 S 为 
全 集 . 称 S 一 B 为 B 的 余 集 或 补 集 , 记 做 CsB 或 B'( 读 做 “B 的 余 集 ”或 “B 的 补 集 ”). 

定理 2 对 于 集合 的 差 和 余 运 算 , 有 以 下 规律 : 

(1) AUB=AU (B-A), AN(B-—A)=Y%; 

(2) 当 A,BCS 时 , A 一 B=AN 门 B'; 

(3) 痢 ACBCS, 则 B*CA'; 

(4) AUA‘=S, ANA‘= 8%. 


$2.1 集合 及 其 运算 


定义 13 ”对 于 两 个 给 定 的 集合 A 与 B, 称 (A 一 B)U(B 一 A) 为 A 与 B 的 对 称 差 集 , 简 
称 为 对 称 差 , 记 做 AAB. 
注意 : 对 称 差 AAB 是 由 属于 A,B 之 一 ,但 又 不 同时 属于 两 者 的 一 切 元 素 构成 的 集合 . 
定理 3 关于 对 称 差 , 有 如 下 基本 性 质 : 
(1) AUB= (ANB)U (AAB); 
(2) AAG=A, AAA=C, AAA‘=X, AAX=A‘, A‘AB‘=AAB,; 
(3) (交换 律 ) AAB= BAA; 
(4) (结合 律 ) (AAB)AC==AA(BAC); 
(5)〈 交 与 对 称 差 的 分 配 律 ) AN (BAC) 二 (ANMnB)A(ANC); 
(6) 对 任意 集合 A 与 B, 存 在 唯一 的 集合 C, 使 得 AAC 二 B (事实 上 C 一 AAB). 
定理 4( 德 . 摩根 (De Morgan,1806 一 1871) 公 式 ) 车 A,BCS, 则 
(AUB)=A‘NMNB, (ANMB)=A‘UB.. 
证 明 我 们 只 证 明 第 一 式 , 第 二 式 的 证 明 类 似 . 
ZE(AUB) rEAUB 

© rEA,H rEB 

> rEA,H rEB: 

> tEAMNMB:. 
注意 : 分 配 律 和 德 。 摩根 公式 对 任意 一 族 集合 都 成 立 , 即 


Bi)=U aNB), AU(NMB,)=( AUB,), 
(V4) -Qs (MA) Has 


AE 


三 、 域 (代数 ) 

为 了 对 集合 的 各 种 特性 进行 公理 化 的 研究 ,进而 得 到 更 加 深刻 的 结果 , 域 与 o 域 的 概念 
起 到 关键 作用 . 

定义 14 对 于 给 定 的 集合 S,S 是 S 的 一 个 子 集 族 , 若 了 满足 条 件 : 

(1) GO EZ,; 


(2) 当 AEF 时 ,A'EF 

(3) 当 A,B 都 属于 多 Es AUBEG， 
则 称 图 是 S 的 一 些 子 集 构 成 的 域 或 代数 . 

注意 : 若 允 是 域 ,由 条 件 (1) 与 (2), 得 SE 宛 当 A,BE58 时 ,由 德 .。 摩 根 公式 与 条 件 
(2) 和 (3), 得 ANnBEZ; 由 条 件 (3) 与 数学 归纳 法 , 当 有 限 个 集合 Ai ,A,,…,A, 都 属于 时， 
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有 AE 

定义 15 如 果 将 定义 14 中 的 条 件 (3) 改 为 

Cay 3 A.EF (n=1,2,) 时 ,UA EF, 
则 称 多 是 S 的 一 些 子 集 构成 的 6 域 或 o 代数 . 

注意 : (1) 车 8 为 o 域 , 则 当 A, E80 二 1,2,…) 时 ,由 德 。 摩根 公式 与 条 件 (2) 和 (3')， 
可 得 站 AE 

(2) o 域 一 定 是 域 ,反之 未 必 成 立 . 


例如 , 设 多 是 实数 集 RR 的 子 集中 全 体 开 集 与 闭 集 构成 的 集 族 , 其 为 域 ,但 不 是 o 域 (见习 
题 2.6 第 2 题 ). 


四 . 集合 列 的 上 极限 .下 极限 与 极限 


定义 集合 列 的 上 、 下 极限 集 与 极限 集 的 方法 有 多 种 ,之 所 以 采用 下 面 的 方法 是 为 了 与 数 
列 及 函数 列 的 上 、 下 极限 和 极限 的 定义 相对 照 ,便于 读者 理解. 我 们 知道 ,单调 有 界 数列 一 定 
存在 极限 . 因此 ,首先 定义 单调 集合 列 的 极限 集 . 
定义 16 设 Ai ,A, ,A,，,…( 也 记 为 {A, aa ) 为 给 定 集合 列 . 
(1) 车 A, 避 A: 定 …, 则 称 其 为 单调 递减 集合 列 , 且 称 交集 门 A, 为 集合 列 {A, } 中 的 极 
限 集 , 记 做 limA,; 
(2) 车 AlCAsCC…, 则 称 其 为 单调 递增 集合 列 , 且 称 并 集 UA, 为 集合 列 (A) 的 极 
例 5 设 A,=|0,1+ 坟 | Co=1,2,…), 其 为 单调 递减 集合 列 , 极 限 集 为 
limA, =[0,1]. 
例 6 设 A,==[0,1 一 十 | (m1,2,…), 其 为 单调 递增 集合 列 , 极 限 集 为 
limA, =[0,1). 
例 7 设 A,==( 一 0,n) (mn 二 1,2,…) ,其 为 单调 递增 集合 列 ,极限 集 为 
limA,= R. 
例 8 设 A, 二 (n, 十 oo) (n=1,2,…) ,其 为 单调 递减 集合 列 , 极 限 集 为 
limA,= $2. 


| 
§ 2.1 集合 及 其 运算 


由 上 面 各 例 不 难看 出 ,我 们 可 以 用 集合 列 的 极限 集 来 刻画 熟知 的 区 间 、 实 数 轴 及 名 等 
集合 . 

对 于 一 般 的 集合 列 , 也 有 类 似 于 数列 上 、 下 极限 的 上 、 下 极限 集 概念 . 

定义 17 设 {A,}% 为 给 定 集合 列 . 

(1) 令 


则 (8 } 志 :为 单调 递减 集合 列 . 称 


limB :一 人 3 RE A, 
为 集合 列 {A, }21 的 上 极限 集 ， 简称 为 上 极限 , 记 做 lim A, 或 limsupA,. 


(2) 令 


B= [|A, (i=1,2,), 
则 {B;) 这 1 为 单调 递增 集合 列 . 称 


limB, = UB,= U NAa, 
为 集合 列 {A, )221 的 下 极限 集 ,简称 为 下 极限 , 记 做 limA, 或 liminfA,. 
(3) 若 limA, =limA, ; 则 称 集 合 列 {A, } 人 :存在 极限 集 或 收敛 ,并 称 其 上 极限 集 ( 或 下 


极限 集 ) 为 {A,)w .的 极限 集 ,简称 为 极限 , 记 做 limA,. 
由 上 述 集 合 列 的 上 、 下 极限 集 定义 ， 不 难得 到 如 下 等 价 定义 ,请 读者 自 己 证 明 . 
定义 18 设 {4,)} 生 :为 给 定 集合 列 , 称 
{(z| ViEZ; ,In 二 i, 使 rzEA，) 
为 集合 列 {A, ) 交 1 的 上 极限 集 , 记 做 limA, 或 limsupA，; ; 称 
{ 工 | Ne 使 当 n 宇 is 时 ，zEA，) 
为 集合 列 {A,} 二 :的 下 极限 集 , 记 做 limA, 或 liminfA,. 
定义 19 设 {A 二 ,为 给 定 集合 列 ， 称 
{zx| 存 在 无 穷 多 个 n, 使 zE€ A,} 
为 集合 列 {A,) 人 :的 上 极限 集 , 记 做 limA, 或 limsupA,; 称 
{z| 仅 有 有 限 个 nn, 使 xz&A,} 
为 集合 列 {A, } 富 1 的 下 极限 集 , 记 做 limA, 或 liminfA,. 
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注意 : (1) 门 A,ClimA,ClmA,C UA,; 
1 noo n=1 


n>oo 


(2) 与 数列 极限 类 似 , 任 何 给 定 的 集合 都 可 以 用 集合 列 去 逼近 . 
下 面 的 例子 说 明 limA, 与 TaA, 确实 可 以 不 相等 


例 9 设 A 二 [ 志 ,2 十 (一 1)" | (m=1,2,…), 则 
limA,= (0,3], limA,= (0,1]. 
此 时 ,TmA, 关 limA,. 
习 题 2.1 


1. 简 答题 : 
(1) 设 AUB=AUC, 说 明 B=C 与 B 关 C 都 有 可 能 成 立 ; 
(2) 设 ANB=ANC, 说 明 B==C 与 B 关 C 都 有 可 能 成 立 ; 
(3) 设 {A, ) 交 1 为 给 定 集合 列 , 举 例 说 明 着 有 无 穷 多 个 n€ Z ,使 TE Ah, ,未 必 有 xE limA,; 
(4) 证 明 : 实数 集 民 的 全 体 子 集 构 成 的 集合 是 o 域 . 
2. 证 明 : (8B 一 A)UA=B 的 充分 必要 条 件 是 ACBE. 
3. 证 明 . A 一 B= 二 AN 闪 mB.. 
4. 证 明 ; (A 一 B)UB=AUB 一 B 的 充分 必要 条 件 是 B= 2. 
5. 设 ga (zx) ,ga(z) 分 别 为 A 与 B 的 示 性 函数 , 即 
1 次 世 闪 ; ls EB; 


PB(Z) 一 


(Z) 一 
0, Xf A, 0, XE¥EB, 


且 A=B, 证 明 : pa(Cz) 一 pa(Z). 


| 
6. 设 {A,}%2| 为 一 集合 列 , 令 Ar 二 A py 一 人 ,一 Ua (nn 二 2,3,…), 证 明 : A (2 一 1， 


2,…) 互 不 相交 , 且 吕 A 一 UA? Cn 一 1,2 LUA=UA 
7. 设 f(z) 是 定义 在 集合 上 上 的 实 值 函 数 ,a 为 任意 常数 ,证 明 : 
(GD ELf>aJ=UE[/>at 志 |]; 


(2) ELf>a]= (NE[ />a-1]. 


n 


注意 : E[f>>a]=={z|xEE 且 f(x) 之 a}) ,其 他 类 同 . 


| 
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8. 设 A,=| 开 me z | (2 一 1,2,…) ,证 明 : limA,= Q,limA,=Z. 


9. 设 函 数列 {( 户 (Cz) } ,f(x) 均 在 集合 下 上 有 定义 , 且 limf(zx) 二 f(z) (ZEE),a 为 
任意 常数 ,证 明 : 


GD) EL/>4]=U limE|f,>at 


(2) E[f/<a]= (limE| f,.<atF |; 


1 
全 上 


(3) E[f<a]=U limE|/f.<a— 
一 上 人 于 一 co L 


3 2.2 集合 的 基数 


当 我 们 抽象 地 研究 集合 时 , 即 不 考虑 集合 中 元 素 的 具体 属性 时 ,集合 中 元 素 的 多 少 是 本 
质 的 概念 . 比如 ,对 于 由 10 本 书 构成 的 集合 与 由 10 张 课 桌 构成 的 集合 , 当 我 们 不 计较 它们 
元 素 的 具体 属性 时 ,二 者 具有 共同 的 特性 , 即 元 素 的 多 少 相 同 . 若 一 个 集合 中 的 元 素 个 数 有 
限 , 则 称 之 为 有 限 集合 . 空 集 可 以 看 做 有 限 集合 . 不 是 有 限 集合 的 集合 称 为 无 穷 集 合 或 无 限 
集合 . 怎样 表示 集合 所 含 元 素 的 多 少 以 及 怎样 比较 两 个 集合 元 素 的 多 少 ,这 是 本 节 要 讨论 的 
问题 . 对 有 限 集 而 言 , 只 要 将 集合 中 元 素 的 个 数 数 出 来 ,上 述 问题 就 可 自然 地 得 到 解决 ;而 对 
无 穷 集合 来 说 ,元 素 的 “个 数 ” 这 个 概念 没有 意义 ,我 们 采用 “基数 ”来 表示 其 中 元 素 的 多 少 ， 
利用 对 等 关系 对 两 个 集合 中 元 素 的 多 少 进行 比较 . 


一 、 集合 的 对 等 与 基数 


任何 两 个 具有 相同 元 素数 目的 有 限 集合 的 元 素 之 间 都 能 一 个 对 一 个 地 对 应 起 来 .我 们 
将 有 限 集合 的 这 种 特性 推广 到 无 穷 集 合 ,对 任意 两 个 无 穷 集合 的 元 素 多 少 进行 比较 . 

定义 1 设 A,B 是 两 个 集合 .如果 在 A 与 B 之 间 存 在 一 个 1-1 对 应 p, 则 称 A 与 也 是 
对 等 的 或 具有 相同 基数 的 , 记 为 A~B 或 A=B, 这 里 和 A 与 B 分 别 表示 A 与 B 的 基数 . 

注意 : (1) 集合 的 基数 也 称 为 集合 的 势 或 权 . 

(2) 对 等 关系 是 一 种 等 价 关 系 ( 即 其 具有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 ). 

(3) 规定 空 集 多 与 其 自身 对 等 ,其 基数 为 0. 

(4)“ 基 数 ”" 是 有 限 集合 元 素 “ 个 数 ” 的 推广 .对 有 限 集合 而 言 ,规定 基数 就 是 其 元 素 的 个 
数 ; 对 无 穷 集合 而 言 ,A=B 表明 A 与 B 中 含有 元 素 的 多 少 是 一 样 的 . 

例 1 设 和 A 为 自然 数 集 ,B 是 全 体 偶数 组 成 的 集合 ,证 明 : A 一 B. 


i 
第 二 章 集合 与 点 集 


证 明 令 
gp: A 一 了 
nm> 2n, 

则 其 为 A 与 B 之 间 的 1-1 对 应 . 故 A 一 B. 

注意 : 此 例 中 A 与 B 均 为 无 穷 集 合 , 且 B 是 A 的 真子 集 , 即 无 穷 集合 可 以 与 其 自身 的 
真子 集 对 等 ,而 任何 有 限 集合 都 不 能 与 其 自身 的 真子 集 对 等 . 事实 上 ,能 与 其 自身 的 真子 集 
对 等 是 无 穷 集 合 的 本 质 特 征 , 于 是 我 们 可 以 将 无 穷 集 合 定 义 如 下 : 

定义 2 能 与 其 自身 的 某 个 真子 集 对 等 的 集合 称 为 无 穷 集合 或 无 限 集合 ,简称 为 无 穷 集 
或 无 限 集 . 

例 2 证 明 : (ca,b 一 (0,1) ,其 中 aoE R ,a<=b. 

证 明 令 

9p: (a,b) 一 (0,1), 


则 其 为 (ea,o) 与 (0,1) 之 间 的 1-1 对 应 .故人 (<a,p) 一 (0,1). 
例 3 证 明 : [0,1) 一 (0,1]. 
证 明 令 
gs LO > KO ]， 
0 F> ]， 
区 (0 和 1s 
则 其 为 [0,1) 与 (0,1] 之 间 的 1-1 对 应 . 故 [0,1) 一 (0,1]. 
例 4 证 明 : [0,1j 一 (0,1). 
证 明 令 
2: [0,1] 一 (0,1)， 


1 ~ nee 
二 二 (Cn Ls2s )， 


并 F> 工 (0<z=<1z 尖 二 习 一 1,2,.)， 


则 其 为 [0,1] 与 (0,1) 之 间 的 1-1 对 应 . 故 [0,1]~ (0,1). 
注意 : 因为 对 等 关系 为 等 价 关 系 ,由 例 2 至 例 4, 可 得 一 维 空间 中 的 所 有 有 限 区 间 ( 包 括 
有 限 开 区 间 、 有 限 闭 区 间 和 有 限 半 开 半 闭 区 间 ) 都 是 对 等 的 . 


例 5 证 明 : (一 | 


$2.2 集合 的 基数 
证 明 令 


因 9 为 单调 函数 , 故 其 为 { 一 至, 至 ) 与 实数 集 R 之 间 的 1-1 对 应 ,从 而 (一 子 ， 
例 6 证 明 : (0,1) 一 (0, 十 ce ). 
证 明 令 


j=m. 


ss|a 


0 1: (0,1) 一 (0, 十 50),， 


9 
vr Tan Ly 


则 其 为 (0,1) 与 (0, 十 ce) 之 间 的 1-1 对 应 . 故 (0,1) 一 (0, 十 co ). 
注意 : 


(1) 由 例 5 与 例 6 可 以 得 到 ,实数 集 R 的 子 集中 的 任何 有 限 区 间 与 无 穷 区 间 ( 包 
括 实 数 集 民 , (一 co,a),( 一 coa],(a, 十 ce) 及 [aa, 十 ce)) 都 是 对 等 的 . 


(2) 上 述 结论 可 以 推广 到 维 空间 , 即 R” 中 任何 非 空 区 间 ( 包 括 有 限 区 间 与 无 穷 区 间 ) 
{ (x19T2 1 ,IT) | a xbi ,ib ER, 有 ab (包括 4a;== 一 oo 或 b= 十 00),i=1,2,: 
(“a; 过 zx; 过 6;” 中 的 “过” 可 以 全 部 或 部 分 改 为 “三 ”) 都 是 对 等 的 . 

定理 1 设 {A,)% 


并 


ae 71》 
和 1{B, } 亿 :为 两 个 集合 列 , {(A,} 人 :中 任何 两 个 集合 不 相交 ，{ 召 , } 这 1 
中 任何 两 个 集合 也 不 相交 . 着 人 A, 一 也 ， (7 一 1,2，…) , 则 


Ua.~ UB. 
证 明 因为 A, 一 B,, 所 以 存在 从 A, 到 B, 的 1-1 对 应 wm: A 一 B,(nE€ Z+). 令 9: 
UA, 一 品 B, 为 


PCZ) 一 or(CZ) (rEAs n=1,2,.) 


因 {A, 人 :中 任何 两 个 集合 互 不 相交 , {B,) 和 :中 任何 两 个 集合 也 不 相交 ， 故 yp 是 从 及， 到 
UB 的 1-1 对 应 . 因此 
Ua,~UB,. 
我 们 知道 ,对 于 两 个 有 限 集 而 言 ,比较 其 基数 的 大 小 是 件 非 常 容易 的 事 ,只 要 将 元 素 的 
个 数 数 出 来 进行 比较 即 可 . 那么 怎样 比较 两 个 无 穷 集 基数 的 “大 小 ” 呢 ? 易 知 ,车 A 与 B 都 
是 有 限 集 , 且 A 志 B, 则 一 定 能 找到 B 的 子 集 B* 与 A 对 等 . 因此 ,我 们 给 出 如 下 定义 : 
定义 3 设 A,B 是 两 个 集合 .车 存在 B 的 子 集 B ,使 A~B* , 则 称 A 的 基数 不 大 于 B 
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的 基数 , 记 为 A<B; 若 A<B, 且 A 关 B, 则 称 A 的 基数 小 于 B 的 基数 , 记 为 A<=B. 
注意 : (1) 对 于 任意 给 定 的 两 个 集合 A 与 B, 关 系 式 4A<B,A=B,A>B 三 者 中 有 且 仅 
有 一 个 式 子 成 立 (证 明 要 用 到 集合 论 的 选择 公理 “ 若 卫 是 由 互 不 相交 的 一 些 非 空 集 合 所 形成 
的 集合 族 , 则 存在 集合 X, 它 由 该 集 族 的 每 一 个 集合 中 恰 取 一 个 元 素 而 形成 ”, 这 里 从 略 ). 
(2) 对 于 任意 实数 a 与 5, 车 a<b, 且 65a, 则 a=b. 对 于 基数 也 有 类 似 的 结论 , 即 伯 恩 
斯 坦 定 理 . 为 此 , 先 给 出 一 个 预备 结果 : 
定理 2 若 4A,DIADA4A,, 且 4,~A,, 则 Au 一 Ai 一 A，,. 
证 明 设 g 为 从 A。 到 A, 的 1-1 对 应 .在 p 下 ,作为 Au 的 子 集 ,Ai 必 对 应 A, 的 子 集 
A; ,使 A, 一 A;. 同 理 , 存 在 A,CA;, 使 A ~As. 依次 下 去 ,得 到 一 列 集合 {A,)>, ,满足 
Ao ~ A: ~ A ~…, 
Ai ~ A:~ A;~*, 
AsDADA DA DA, DO…, 


从 而 (Ao A )~(A—As)s (hzC—As)~ (A， 一 Ai ) 1。 令 D= Na, ;D"* = | 加 , 则 


Ao=(Ao—Ai)U (Ai—A;) UUD, 
Ai= (Ai—A:)U (A:—A;)U-…UD:. 
由 于 {A, }2o 单 调 下 降 , 故 D 二 D* .因为 上 述 表达 式 中 的 各 项 互 不 相交 ,将 两 个 表达 式 的 各 
项 对 应 起 来 ,可 得 A, 一 Ai. 
定理 3( 伯 恩 斯 坦 (F. Bernstein,1878 一 1956) 定 理 ) 设 A,B 是 两 个 集合 . 若 4B, 且 
B<A, 则 A=B. 
证 明 因 A<B, 故 存在 B' CB, 使 B* ~A; 又 因 B<A, 故 存在 A* CA, 使 A* 一 B. 于 
是 又 有 A" CA' ,使 A ~B' .因此 A 沪 A' 4A"* ,上 且 A~B' 一 A…. 由 定理 2, 有 A~A' 一 
A ,从 而 A~A' ~B, 即 A=B. 


二 、 可 数 集 


自然 数 集 、 整 数 集 、 奇 数 集 、 偶 数 集 与 有 理 数 集 等 是 我 们 最 常见 到 的 一 些 无 穷 集 ,按照 某 
种 对 应 法 则 ,它们 都 能 与 正 整 数 集 建立 起 1-1 对 应 关系 .我 们 可 以 把 这 类 集合 统一 起 来 进行 
研究 ,于 是 引入 下 面 的 概念 : 

定义 4 与 正 整数 集 Z+ 对 等 的 集合 称 为 可 数 集 或 可 列 集 , 其 基数 记 为 a 或 兴 。 (aleph， 
希 伯 来 文 , 读 做 “ 阿 列 夫 零 ") , 称 为 可 数 基 数 . 

注意 : (1) 一 个 集合 是 可 数 集 的 充分 必要 条 件 是 它 的 元 素 可 以 被 排 成 一 个 无 穷 序 列 ， 

事实 上 ,因为 Z4; 中 的 元 素 可 以 按照 从 小 到 大 的 顺序 排 成 一 个 无 穷 序 列 : 1,2,…,n,…， 
因此 任何 可 数 集 M 中 的 元 素 可 以 排 成 无 穷 序 列 的 形式 : ee ,…,e,，…. 反之 , 阁 集 合 M 的 
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全 体 元 素 可 以 排 成 无 穷 序列 的 形式 , 则 M 一 定 是 可 数 集 . 事实 上 ,此 时 只 要 令 序列 中 的 第 
个 元 素 与 正 整数 n 对 应 起 来 ,就 可 得 到 M 与 Z+ 之 间 的 一 个 1-1 对 应 . 

(2) 可 数 集 的 基数 是 所 有 无 穷 集 基数 中 的 最 小 者 ( 见 下 面 的 定理 4). 

(3) 有 限 集 与 可 数 集 统称 为 至 多 可 数 集 . 

(4) 因为 自然 数 集 N 二 {0,1,2,…), 整 数 集 Z 二 {0,1, 一 1,2, 一 2,…) 与 有 理 数 集 Q 都 
能 排 成 无 穷 序列 ,所 以 它们 都 是 可 数 集 , 且 基数 均 为 。, 即 N 一 和 一 @. 事 实 上 ,有 理 数 集 可 
按 下 面 的 方式 排 成 无 穷 序 列 ( 重 复 的 数 只 取 一 次 ): 


0 “= 二 “> 二 +3 一 士 4 土 5 
4 PA 
1 2 3 4 5 
7 4 
1 2 3 4 5 
Se La 和 < ss 
要 二 下 3 3 


定理 4 任何 无 穷 集 都 包含 一 个 可 数 子 集 ( 事 实 上 ,这 样 的 可 数 子 集 不 是 唯一 的 ). 

证 明 设 M 是 一 个 无 穷 集 .从 M 中 任 取 一 个 元 素 e, 由 于 M 是 无 穷 集 ,因此 
M 一 {ei) 关 名 .从 M 一 {ei} 中 取 一 个 元 素 e ,显然 e EM, 且 e 天 e .一般 地 , 设 已 从 M 中 取 
出 互 不 相同 的 元 素 ei ,ez ,…,e,. 由 于 M 是 无 穷 集 , 因 此 M 一 (el,e，…,e)} 天 好. 于 是 又 可 
以 从 M 一 {@ ,es，…,e,}) 中 取 一 元 素 , 记 它 为 erii. 显然 ei11 EM 且 与 6@1y ,es，…,e, 都 不 相 
同 . 根据 归纳 法 ,我 们 得 到 一 个 由 M 中 互 不 相同 的 元 素 组 成 的 无 穷 序列 ei ,es,…,e,，*… 
显然 M 二 {ei,e@zy,…,e,"…}) 是 M 的 一 个 可 数 子 集 . 

定理 5 可 数 集 的 子 集 如 果 不 是 有 限 集 , 则 一 定 还 是 可 数 集 . 

证 明 设 A" 是 可 数 集 A 的 子 集 , 且 A' 不 是 有 限 集 . 由 定理 4,A" 有 可 数 子 集 A"* ,于 是 
A”“CA*CA,A" ~A. 由 定理 2,A* 一 A, 即 A"* 也 是 可 数 集 . 

定理 6 若 A 是 可 数 集 ,B 是 至 多 可 数 集 , 则 AUB 是 可 数 集 . 

证 明 因为 A 是 可 数 集 , 所 以 可 以 将 其 元 素 排 成 无 穷 序 列 的 形式 , 即 

A 一 (aaz…a，…)}. 

令 了 = 王 B 一 A, 由 定理 5,B "为 至 多 可 数 集 . 

(1) 车 B*== 久 , 则 AUB=A 为 可 数 集 . 

(2) 若 B' 为 有 限 集 , 设 其 为 B* 二 (61,6b;,…,b,});, 则 

AUB=AUB’* ={6 ,6 ,bai ds das} 

为 可 数 集 . 
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(3) 若 B* 为 可 数 集 , 设 其 为 B’*= {0 ,0b sb 则 


AUB=AUB* = {a sby sO» ,D2 gg sb, sss } 
为 可 数 集 . 


推论 有 限 个 至 多 可 数 集 A, (i 一 1,2,…,n) 的 并 集 届 A 是 至 多 可 数 集 , 且 只 要 其 中 有 
一 个 4, QI 入 未 由 是 可 数 集 , 则 U A, 必 是 可 数 集 . 
定理 7 若 每 个 A (Ci 一 1,2,… ) 都 是 可 数 集 , 则  A, 也 为 可 数 集 . 
证 明 令 A?==Ai,A* 一 A, 一 Ua (i 宇 2), 则 AY 为 可 数 集 , A; (i 汪 2) 为 至 多 可 数 
集 . 设 
Ar = {ail Wan ys} 


A = {an yi2 9 in, } 或 A 一 (ailyQizy 


"i Ws 


Ua Ua: {as li 1,2,…57 一 1,2, ni 或 7 二 1,2,…). 
令 四 对 应 正 整数 2:37, 当 ij 和 六 ,六 不 完全 相同 时 ,231 闫 2137 (根据 正 整数 分 解 定理 ) , 故 
UA, 和 正 整数 集 的 一 个 子 集 对 等 . 又 因为 Ac UA, 所 以 UA; 为 可 数 集 . 


注意 : R" 中 全 体 有 理 点 ( 即 坐 标 全 是 有 理 数 的 点 ) 构 成 的 集合 也 为 可 数 集 ( 习 题 2.2 第 5 
题 ). 


定理 8 若 A 为 无 穷 集 ,B 为 可 数 集 , 则 AUB~A. 
证 明 由 定理 4,A 含有 可 数 子 集 A*. 令 C=A 一 A* , 则 A=CUA* ,CN 门 A* = 二 .因为 
AUB=AU (B—A)=CUA’ U (B—A), 
CN (CA* U (B—A))=Y, 
A 一 A"U (B 一 A)( 由 定理 6)， 
令 C 中 元 素 与 自身 对 应 , 则 CUA* UB 一 A)~~CUA*. 从 上 面 A 与 AUB 的 分 解 式 知 
AUB~A. 
例 7 证 明 : 以 直线 上 某 些 互 不 相交 的 开 区 间 为 元 素 的 集合 是 至 多 可 数 集 . 
证 明 在 每 个 开 区 间 中 任 取 一 个 有 理 点 ,这 些 有 理 点 互 异 且 它 们 构成 的 集合 为 有 理 数 
集 的 子 集 ,而 每 个 开 区 间 与 选取 的 有 理 点 1-1 对 应 , 故 结论 得 证 . 
例 8 证 明 : 系数 为 有 理 数 的 多 项 式 全 体 构 成 的 集合 已 是 可 数 集 . 
证 明 设 系 数 为 有 理 数 的 nn 次 多 项 式 为 
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pare) =a To "a wy 


其 由 R”"” 中 坐标 为 有 理 数 的 点 (ao ,ai，… ,a,) 唯 一 确定 , 即 系数 为 有 理 数 的 nn 次 多 项 式 全 体 
构成 的 集合 ( 设 为 P,) 与 R"' 中 坐标 为 有 理 数 的 点 构成 的 集合 ( 设 为 A, ) 对 等 ,因此 只 需 证 得 
A, 为 可 数 集 即 可 . 

当 n 二 0 时 ,A 二 {ao | coE QQ ) 为 可 数 集 . 假设 A 1 为 可 数 集 , 设 其 为 A 1 二 {61 ,bs，,…， 


入， 小于 是 As= LU Cssas) |as€ Q) 必 为 可 数 集 .由 数学 归纳 法 ,对 一 切 正 数 "之 0,4. 
为 可 数 集 . 因此 P, 为 可 数 集 . 又 二 UU P,, 即 其 为 可 数 个 可 数 集 的 并 集 , 故 是 可 数 集 . 
习 题 2.2 


1. 简 答 题 : 

(1) 举例 说 明 车 A 与 B 对 等 , 则 它们 未 必 相 等 . 

(2) 车 ACR”,BCR", 且 m 关 n, 则 是 否 一 定 有 AA 关 B? 

(3) 若 集合 A 有 一 个 真子 集 与 正 整数 集 Zi 对 等 , 则 A 一 定 为 不 可 数 无 穷 集 吗 ? 
(4) 若 集合 A 与 集合 B 的 一 个 真子 集 对 等 , 则 A 和 B 一 定 不 对 等 吗 ? 

. 设 A~B,CDA, 且 CDB, 证 明 : C 一 A~C 一 B. 

. 设 A~B,ADC, 且 BC, 证明: A 一 C~B 一 C. 

. 证 明 : 对 等 关系 为 等 价 关系 . 

证 明 : R" 中 全 体 有 理 点 构成 的 集合 为 可 数 集 . 

. 证 明 : 直线 上 以 有 理 点 为 端点 的 所 有 开 区 间 构 成 的 集合 为 可 数 集 . 
证 明 : 单调 函数 的 全 体 不 连续 点 构成 的 集合 为 至 多 可 数 集 . 

. 证 明 : 可 数 集 的 所 有 有 限 子 集 构成 的 集合 为 可 数 集 . 

. 设 A 为 一 个 无 穷 集 ,证 明 : 存在 A CA, 使 A* ~A, 且 A 一 人 为 可 数 集 . 


Doo ~ 中 o 情 co ri 


3 2.3 不 可 数 无 穷 集 


实数 集 ,无 理 数 集 与 非 空 区 间 等 无 穷 集 ,我 们 经 常 遇 到 ,它们 都 不 与 正 整数 集 对 等 ,因此 
不 是 可 数 的 无 穷 集 . 但 它们 都 与 闭 区 间 [0 ,1 对 等 ,我 们 将 其 统一 起 来 进行 研究 , 称 之 为 连续 
集合 .下面 首先 证 明正 整数 集 与 L0,1j 不 对 等 . 

定理 1 下 整数 集 Zj 与 闭 区 间 [0,1j] 不 对 等 . 

证 明 用 反 证 法 . 假设 不 然 , 即 2 一 [0,1, 设 9 为 从 2Z+ 到 [0,1] 的 1-1 对 应 , 且 记 
Xj 二 p(n), 则 
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[0， 1] 王 (ziyzzy， 4 i 
将 [0,1] 三 等 分 , 则 [0, 寺 | 与 [地 ,1 | 中 至 少 有 一 个 不 含 zi ;用工 表示 任 一 这 样 的 闭 区 间 , 有 


X11 了 ;将 荆 三 等 分 ,两 侧 的 两 个 区 间 中 至 少 有 一 个 不 含 zz ,用 I 表示 任 一 这 样 的 区 间 , 则 xz 
了 ;再 将 1 三 等 分 得 到 1; ,满足 x; 久 1 ;依次 类 推 . 由 数学 归纳 法 ,得 到 闭 区 间 列 {1 }21， 
其 满足 : 

(1) 五 了 下 沁 和 司 下 二 

(2) zx, EFT, (n=1,2,.…); 


(3) | |= 训 0 (n>o0). 


由 闭 区 间 套 定理 ,存在 EE€ 1, CC[0,1] (n= 二 1,2,…). 由 (2),& 关 zx, (n 二 1,2,…), 故 & 攻 
[0,1] ,产生 矛盾 , 即 定理 成 立 . 

上 面 的 定理 表明 ,虽然 2+ 与 L0,1] 都 是 无 穷 集 , 但 二 者 的 基数 却 是 不 同 的 ,[0,1] 是 不 可 
数 的 无 穷 集 . 在 所 有 的 无 穷 集中 ,与 Z; 和 [0,1] 对 等 的 两 类 无 穷 集 是 最 重要 的 . 

定义 ”与 闭 区 间 [0 ,1 对 等 的 集合 称 为 具有 连续 基数 的 集合 ,其 基数 记 为 c 或 兴 ( 读 做 
“ 阿 列 夫 ”) , 称 为 连续 基数 . 

注意 : (1) 由 定理 1 与 8 2.2 的 定理 4, 知 c>>ai 

(2) 在 ZF(Zemelo-Frankl, 策 梅 洛 -弗兰克 尔 ) 公 理 集合 论 体系 (简称 为 Z. F. S. ) 中 ,无 
法 判断 是 否 存在 基数 大 于 a 且 小 于 c 的 集合 ; 

(3) 由 8 2.2 的 例 2 至 例 6, 知 实数 集 民 , (ao),[La,b,[a,p)，(a,p] (其 中 a<<p)， 
(c, 十 ce),[c, 十 ce),( 一 c,d)， (一 ce,d] 的 基数 均 为 连续 基数 c; 

(4) 2 一 c (习题 2.3 第 2 题 ). 

定理 2 车 A;(i 二 1,2,… ) 的 基数 都 小 于 或 等 于 c, 且 其 中 至 少 有 一 个 的 基数 等 于 c, 则 


UU A 的 基数 为 < 
证 明 不 妨 设 =c, 令 A? =Ai,A; =A, 一 Ua (i 宇 2) , 则 
4 NA; =G (i#j)， 上 且 UAr =UA. 
由 于 4 之 A <c, 且 [i 一 1, 让 =c, 故 存在 Bi; C[i 一 1,i), 使 A! ~Bi . 设 g 是 A? 与 Bi; 之 
间 的 1-1 对 应 , 令 p(z) 一 piCz) CzEA ,i=1,2," ), 则 g 为 UA 与 UB: 之 间 的 1-1 对 


应 . 因此 山 A~ UB: C[o, 二 co), 从 而 Ua<e. 另 一 方面 ,[0, 二 co) 一 A,C UUA,， 内 而 
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品 4,>c. 由 伯 恩 斯 坦 定理 ,有 UA, 一 < 

定理 3 平面 上 单位 正方 形 = { (x,y)|0 二 x 过 1,0 二 y 过 1}) 的 基数 为 c. 

证 明 任 取 点 (zx,y)ET, 将 xz,y 分 别 表 示 成 无 穷 小 数 ,并 规定 不 出 现 从 某 一 位 小 数 以 
后 各 位 小 数 全 是 零 的 情形 (车 x==0. 1, 将 其 表示 为 x 二 0.0999… ,其 他 类 同 ), 即 

0 Ein 0 页 入 天 ， 
令 
Z=0, Zi1yiZzyz 

则 zxE (0,1), 且 > 中 不 会 出 现 从 某 一 位 小 数 以 后 各 位 小 数 全 是 零 的 情形 . 易 知 ,上 述 对 
应 是 从 IT 到 开 区 间 (0,1) 的 某 一 子 集 了 的 1-1 对 应 ,从 而 Ie. 另 一 方面 ,1 的 子 集 T" = 


| |0<z<1,y 一 计 一 (0,1), 从 而 背 c. 由 伯 恩 斯 坦 定理 ,有 了 =c. 


注意 : 可 以 证 明 n 维 欧 氏 空间 R" 中 任意 非 空 区 间 的 基数 均 为 连续 基数 c. 

定理 4 设 M 是 任意 一 个 集合 ,A 为 其 客 集 ( 即 M 的 所 有 子 集 构成 的 集合 ) , 则 XM. 

证 明 首先 ,M 对 等 于 .N 的 一 个 子 集 .事实 上 ,对 每 个 aE M, 令 a 对 应 于 {a}€EN, 则 M 
与 的 子 集 .和 = {(a) |aEM) 对 等 . 

我 们 证 明 M 与 如 不 对 等 . 若 不 然 ,假设 M 一 .如 则 对 每 个 <E M, 都 有 A 中 唯一 确定 的 
元 素 , 即 M 的 一 个 子 集 M, 与 之 对 应 . 令 

M’={ala€EM, 但 a¢ M,}, 

则 M" CM, 故 ME ,从 而 有 M 中 元 素 a 与 之 对 应 . 

车 a* EM" , 则 由 M' 的 定义 ,有 a" EM ,矛盾 ;车 a" 4 M' , 则 由 Mr" 的 定义 ,有 a’ 6 
Mr" ,同样 产生 了 矛盾. 因此 假设 不 成 立 , 即 M 与 A 不 对 等 . 

综 上 ,由 定义 , 知 双 之 M. 

注意 : 任意 有 限 集 的 基数 都 小 于 无 穷 集 的 基数 ;在 有 限 集中 基数 最 小 的 是 空 集 的 基数 ; 
在 无 穷 集中 基数 最 小 的 是 可 数 集 的 基数 ;没有 基数 最 大 的 集合 . 


习 题 2.3 


. 证 明 : 全 体 无 理 数 构成 的 集合 为 不 可 数 无 穷 集 , 且 其 基数 为 c. 
. 证 明 : 若 a 为 可 数 基数 , 则 2*=c. 

证 明 : 若 ACB, 且 A~AUC, 则 B~BUC. 

. 证 明 : 若 AUB=c, 则 全 与 巨 中 至 少 有 一 个 为 c. 

. 设 下 为 定义 在 区 间 [0,1] 上 的 全 体 实 函数 构成 的 集合 ,证 明 : 下 一 2*， 


CC 记忆 一 
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$2.4 R* 中 的 点 集 


一 般 集合 中 的 元 素 与 集合 仅仅 是 隶属 关系 ,而 在 n 维 欧 氏 空间 R”" 中 ,我 们 可 以 引入 度 
量 ,进而 得 到 点 集 的 概念 ,并 研究 点 和 点 集 的 位 置 关 系 以 及 元 素 之 间 的 关系 . 因为 实 变 函数 
论 课程 研究 的 函数 是 定义 在 R" 的 子 集 上 的 实 值 函 数 ,所 以 有 必要 对 R" 中 的 点 集 作 进 一 步 讨 
论 . 值得 注意 的 是 , R" 中 的 点 集 也 是 集合 ,一 般 集 合 的 所 有 结果 对 R" 中 的 点 集 都 适用 ,但 R” 
中 的 点 集 所 具有 的 许多 特殊 性 质 , 对 一 般 集合 就 不 一 定 成 立 了 . 


一 、 度 量 空间 


为 了 使 问题 讨论 适用 于 更 广泛 的 情形 ,首先 给 出 度量 空间 的 概念 ,进而 得 到 熟知 的 n 维 
欧 几 里 得 空间 的 准确 定义 . 

定义 1 设 X 是 一 个 非 空 集合 .车头 中 的 任何 两 个 元 素 z 与 y, 都 对 应 唯一 确定 的 实数 
plZz,y), 且 其 满足 下 面 三 个 条 件 : 

(1)( 非 负 性 ) 对 任意 x,yEX, 都 有 p(x,y) 宇 0, 有 目 p(x,y) 二 0 当 且 仅 当 z=y; 

(2) (对 称 性 ) 对 任意 zx,yEX, 都 有 p(x,y) 二 p(y,X); 

(3) (三 角 不 等 式 ) 对 任意 XxX,y,zEX, 都 有 p(x，y) 夸 p(x,z) 十 p(z,y)， 
则 称 p(x,y) 是 zx 与 y 之 间 的 距离 , 带 距 离 o 的 集合 X 称 为 距离 空间 或 度量 空间 , 记 为 (X,o) 
简 记 为 X. 度量 空间 X 的 元 素 称 为 点 , 子 集 称 为 点 集 . 

注意 : (1) 距离 oCz,y) 是 定义 在 X 上 的 一 个 二 元 实 值 函 数 ; 

(2) 若 4 为 X 的 非 空子 集 , 将 oCz,y) 看 做 A 上 的 运算 时 其 也 为 A 中 的 距离 , 故 
(4A,o) 也 构成 一 个 度量 空间 , 称 (A,o) 为 (X,o) 的 度量 子 空间 . 

定义 2 对 于 R" 二 {(zi ,zz ,Xi) |X; ER,i 二 1,2,…,n) 中 任意 两 点 

E(B N= 


p(X,Y) 一 ( yi (zi 一 为) 到 ， 
则 oCz,y) 满 足 距离 的 三 个 条 件 (1),(2),(3)( 由 柯 西 (Cauchy) 不 等 式 可 证 得 条 件 (3) 成 立 ). 
称 plzx,y) 为 R" 上 的 欧 几 里 得 距离 ,(R”,o) 为 n 维 欧 几 里 得 空间 ,简称 为 n 维 欧 氏 空间 或 n 
维 空间 . 
注意 : (1) n 维 欧 氏 空间 R" 是 最 常见 的 度量 空间 . 
(2) 实数 轴 民 ,二 维 平面 R* 和 三 维 空间 RR 分 别 是 一 维 、 二 维和 三 维 欧 氏 空间 . 
(3) R”" 中 也 可 定义 其 他 的 距离 ,例如 : 


$2.4 R" 中 的 点 集 ， 


pz,2) 一 max|zi— yi|, plz,y) = 》 |zi— yil. 
如 果 不 做 特殊 声明 ,我 们 所 指 的 R" 中 的 距离 是 定义 中 的 距离 . 
二 、 邻 域 与 极限 


为 了 讨论 n 维 欧 氏 空间 R" 中 点 和 点 集 的 位 置 关 系 以 及 点 与 点 之 间 的 相互 关系 ,我 们 引 
入 邻 域 的 概念 . 

定义 3 设 P 为 R" 中 的 定点 , 称 R" 中 所 有 与 点 Po 的 距离 小 于 给 定 正 数 6 的 点 的 全 体 
所 构成 的 集合 为 P, 的 8 邻 域 ,简称 为 邻 域 , 记 做 N (Po,6), 即 

N(P,,6)= {Plp (Po,P)<6}, 

其 中 Pu 称 为 邻 域 的 中 心 ,6 称 为 邻 域 的 半径 . 当 不 需要 特别 指出 邻 域 半径 是 多 大 时 , Pu 的 邻 
域 简 记 为 N (Po). 

注意 : 直线 民 中 一 点 的 邻 域 为 以 该 点 为 中 心 的 开 区 间 ; 二 维 平面 R? 中 一 点 的 邻 域 为 以 
该 点 为 圆心 的 开 圆 盘 ; 三 维 空 间 R 中 一 点 的 邻 域 为 以 该 点 为 球 心 的 开 球 体 . 

利用 邻 域 的 定义 ,易于 证 明 邻 域 具 有 下 述 基 本 性 质 : 

定理 设 P 为 R" 中 的 定点 . 

(1) PENCP); 

(2) 对 于 任意 Ni (P) 和 Ns(P), 存 在 N; (P)CN)(P) 败 N;(P); 

(3) 对 于 任意 QE N(P), 存 在 N(Q)CN(P); 

(4) 若 P 和 关 Q (QE R"), 则 存在 NC(P) 和 N(Q), 使 NCP)NN(Q)=@2. 

定义 4 设 {P;})21 是 R" 中 的 一 个 点 列 ,Po€ R". 如 果 当 i->co 时 ,有 p(Pi,Po)->0, 则 称 
点 列 {Pi) 宪 1 收敛 于 点 已 , 记 为 

limPi 二 P。 或 Pi>P。 (i>o0). 

注意 : (1) 用 邻 域 的 语言 来 说 : 

limP;== Po 对 P 的 任意 邻 域 NC(Po), 存 在 NE Z;, 当 i>N 时 ,P;EN(P,); 

(2) 用 “e-N ”语言 来 说 : 

limP, 一 Pu < 全 对 任意 e>0, 存 在 NE 2Z4, 当 i>N 时 ,p(Pi,P,)<e; 

(3) 设 P; 二 (zi ,zt 如) (i 一 0,1,2,…), 利 用 点 列 极 限定 义 可 以 得 到 

limP; 也 €S limz; Z (j=1,2,.,n). 


三 、 与 距离 有 关 的 其 他 概念 
定义 5 设 A,B 是 R" 中 的 两 个 非 空 点 集 ,定义 A 与 B 之 间 的 距离 为 
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p(A,B)=inf{p(P,Q)|PEA,QEB)}. 
若 A 二 {P}, 则 A 与 B 之 间 的 距离 也 称 为 点 P 到 点 集 B 的 距离 , 即 
p(P,B)=p({P},B)=inf{p(P,Q) |QEB). 
注意 : (1) 对 于 任意 两 个 非 空 点 集 A 与 B, 都 有 p(A,B) 宇 0. 
(2) 若 ANB 关 名 , 则 p(A,B) 二 0; 反 之 未 必 成 立 . 例如, 当 A= (0,1),B= (1,2) 时 ， 
o(A,B) 王 0, 但 ANMB= 9%. 
定义 6 设 A 是 R" 中 的 非 空 点 集 ,A 的 直径 定义 为 
d(A)=sup{p(P,Q)|P,QEA)}. 
注意 : (1) d(A) 宇 0; 
(2) 规定 4(@)==0; 
(3) 若 A 不 是 空 集 和 单 点 集 ( 即 只 含有 一 个 点 的 集合 ) , 则 4 (A) 二 0. 
定义 7 设 E 为 R" 中 的 非 空 点 集 .大 d(E) 二 十 吕 , 则 称 E 为 有 界 集合 ,简称 为 有 界 集 ; 
若 4d( 开 ) 王 十 co, 则 称 五 为 无 界 集合 ,简称 为 无 界 集 . 
注意 : (1) 上 是 有 界 集 6 存 在 常数 M 二 0, 使 对 任意 P 二 (zi ,zo，…,z)EE, 都 有 | zi | 过 
M(i=1,2,",n); 
(2) 是 有 界 集 <> 存 在 常数 K 二 0, 使 对 任意 P= (zz DD)EE, 都 有 p(CP,O) 委 天， 
其 中 0=(0,0,…,0) 为 R" 的 原点 . 
定义 8 称 点 集 
{zx1 9T2 9 Ta) |ai rib; abi,i=1,2,.,n)} 
为 R" 中 的 广义 开 区 间或 n 维 开 区 间 , 简 称 为 开 区 间 ; 称 点 集 
| {zisT2 9 7) [arb ,ab i=1,2, ,nn)} 
为 R" 中 的 广义 闭 区 间或 n 维 闭 区 间 , 简 称 为 闭 区 间 ; 称 点 集 
{(Czyz 7,) | a Rb ab;,i=1,2,.…,n) 
为 R" 中 的 广义 左 开 右 闭 区 间 ; 称 点 集 
{x13T29°% ,71) |airi<bi abi,i=1,2,.,n)} 
为 R" 中 的 广义 左 闭 右 开 区 间 . 
广义 开 区 间 、 广 义 闭 区 间 、 广 义 左 开 右 闭 区 间 和 广义 左 闭 右 开 区 间 统 称 为 广义 区 间 , 简 


称 为 区 间 ,通常 用 工 来 表示 . 称 [[ (6; 一 ai) 为 区 间 了 的 体积 , 记 为 |1|. 


注意 : (1) 由 定义 可 知 , 空 集 多 也 为 区 间 ; 
(2) 在 民 和 RR 中 ,区 间 的 体积 分 别 为 区 间 的 长 度 和 和 矩形 的 面积 . 


习 题 2.4 


LL. 设 oi ,02: R X 民 一 民 分 别 为 


$2.5 点 的 分 类 
(zy)= (zy), oo(z,y)= |z—y |, 
证 明 : ( 民 ,o1) 与 (R ,os ) 均 不 是 距离 空间 . 
2. 设 p: RXR 一 R 为 
0。 工 一 y9 
PR 1， 工 天 y， 
《2.5 点 的 分 类 
本 节 我 们 借助 邻 域 的 概念 来 研究 点 与 点 集 的 位 置 关系 . 
一 、 内 点 . 聚 点 与 边界 点 
下 面 我 们 分 别 按照 点 与 点 集 的 相对 位 置 及 点 的 附近 所 含 点 集中 元 素 的 多 少将 R" 中 的 点 
进行 分 类 . 


定义 1 设 ECR" ,PE R". 
(1) 车 存在 6 二 0, 使 N(P,6)CE, 则 称 P 了 为 E 的 内 点 .EE 的 所 有 内 点 构成 的 集合 称 为 EE 
的 内 域 , 记 为 E. 
(2) 车 存在 6>0, 使 N(P,6)CE'( 或 N(P,6) 门 E==2), 则 称 P 为 E 的 外 点 .EE 的 所 有 
外 点 构成 的 集合 称 为 E 的 外 域 , 记 为 (E)". 
(3) 若 对 任意 90, 有 NCP,6) 门 E 关 名 , 且 N(P,6) 败 F' 关 人 , 则 称 P 为 E 的 边界 点 . 
的 所 有 边界 点 构成 的 集合 称 为 E 的 边界 , 记 为 包 . 
注意 : (1) EE 的 内 点 、 外 点 、 边 界 点 是 不 相 容 的 , 故 按照 点 了 与 E 的 位 置 关系 ,可 将 R" 中 
的 点 分 为 E 的 内 点 、 外 点 和 边界 点 三 类 . 
(2) 巨 的 内 点 一 定 属于 EE;E 的 外 点 一 定 不 属于 玉 ;E 的 边界 点 可 能 属于 玉 , 也 可 能 不 属 
于 EE. : 
定义 2 设 ECR”,PE R". 若 点 了 的 任意 邻 域 N(P) 中 都 有 的 无 穷 多 个 点 , 则 称 卫 为 
EE 的 聚 点 .下 的 所 有 聚 点 构成 的 集合 称 为 瓦 的 导 集 , 记 为 已 . 称 开 U 已 为 瓦 的 闭 包 , 记 为 歼 
定义 3 点 集 E 的 不 是 聚 点 的 边界 点 称 为 E 的 孤立 点 . 
注意 : (1) E 的 聚 点 可 能 属于 ,也 可 能 不 属于 EE; 
(2) PP 为 EE 的 聚 点 人 对 任意 NCP) ,都 有 NCP) 站 为 无 穷 集 
< 对 任意 N(P), 都 有 (N(P) 一 {P}) 几 EB 
PP 为 E 的 极限 点 , 即 存在 的 互 异 点 列 {P;)21 ,使 limPi=P, 


(参见 下 面 的 定理 1); 
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(3) 巨 的 内 点 一 定 是 EE 的 聚 点 ,反之 未 必 成 立 ; 

(4) 玉 的 外 点 一 定 不 是 EE 的 聚 点 ; 

(5) 天 的 边界 点 可 能 是 已 的 聚 点 ,也 可 能 不 是 五 的 聚 点 ; 

(6) EE=EUF=E"Ur=E' UI{E 的 所 有 孤立 点 ); 

(7) PEE<S 对 任意 N(P), 都 有 N(P)N 败 E82; 

(8) 五 的 孤立 点 一 定 属于 E; 

(9) PP 为 E 的 孤立 点 人 存在 N(P,6), 使 N(P,6) 败 E={P); 

(10) 巨 的 聚 点 、 外 点 、 孤 立 点 是 不 相 容 的 , 故 可 将 R" 中 的 点 分 为 E 的 聚 点 、 外 点 和 孤立 
点 三 类 . 

下 面 的 定理 可 以 作为 聚 点 的 判定 定理 . 

定理 1 设 ECR”,PE R”, 则 下 面 三 个 命题 是 等 价 的 : 

(1)P 卫 是 E 的 聚 点 ; 

(2) 对 任何 6 二 0,N(P,6) 中 至 少 售 有 一 个 异 于 PP 的 EE 中 的 点 ; 

(3) 存在 玉 的 互 异 点 列 {P;) 站 1 ,使 limP;=P. 

证 明 (1)=(2): 设 P 是 E 的 聚 点 , 则 对 任何 6 二 0,N (P,6) 中 都 含有 E 的 无 穷 多 个 
点 .因此 ,在 N(P,6) 中 至 少 含有 一 个 属于 E 而 异 于 P 的 点 . 

(2) 二 (3);: 设 命题 (2) 成 立 , 则 在 N(P,1) 中 存在 一 个 点 Pi EE, 且 Pi 了 关 P. 令 


olP, ,P) ,去 ), 则 在 N(P,6,) 中 存在 一 个 点 PE E, 且 Ps 关 P. 由 沾 的 定义 , 知 


0 一 main 


PP 天 Pi. 令 8 一 min p(CP:,P) , 计 } ,同样 ,在 N (P,6,) 中 存在 一 个 点 P; EE, 且 P; 关 P, 同 
时 了 时 P, 和 P 都 不 同 . 这 样 继续 下 去 ,得 到 一 个 互 异 点 列 {( 卫 ， } 这 1 ,使 


oCP,,P)<< 村 ~0 (i->00). 


(3) 过 (1): 设 有 下 的 互 异 点 列 {Pi)E ,使 limP,; 一 了 , 则 对 任意 5 二 0, 存 在 NE Z+，, 当 
i>N 时 ,有 P;EN(P,6) 成 立 , 即 在 NC(P,6) 中 有 无 穷 多 个 点 Pny1,Pn4s，…EE. 故 PP 是 EE 
的 聚 点 . 

定理 2 若 ACB, 则 A"CB",ACB“ ,ACE. 

证 明 任 取 PEA*, 则 存在 点 了 的 某 个 邻 域 N(P), 使 N(P)CA. 因 ACB, 故 NCP)CB. 
所 以 PE B". 由 P 的 任意 性 , 知 ACEB 

任 取 PEA', 则 对 任意 NCP) ,都 有 N(P) 门 A 为 无 穷 集 . 因为 ACB, 所 以 N(P) 由 B 也 
为 无 穷 集 . 故 PE B'. 由 PP 的 任意 性 , 知 A'CB’ ,进而 AUA’CBUB’, 即 ACB. 

定理 3 (AUB)’=A’UB.. 


$2.5 点 的 分 类 


证 明 因为 ACAUB,BCAUB, 由 定理 2, 有 A'C(AUB)' ,BC(AUB)' ,所 以 
A'UB'C(AUB). 
下 证 (AUB)CA’UB'. 任 取 PE(CAUB) , 往 证 PEA’ UB'. 用 反 证 法 .车 不 然 , 则 PF A'， 
且 PE&B'. 于 是 ,存在 Ni1(P), 使 (Ni1(P) 一 {P)) 门 A 二 名 ;也 存在 N;(P), 使 (N;(P) 一 {P}) 
门 B=2. 作 PP 的 邻 域 N;(P), 使 N;(P)CN1(P) 八 N;(P), 则 
(Ns (P)—{P})NCGAUB)=Y. 
故 PK (AUB) ,产生 矛盾 ,从 而 PEA’UB'. 由 PP 的 任意 性 , 知 
(AUB)'CA’UB.. 
综 上 ,有 (AUB) =A'UB.. 
注意 : 一 般 地 , (A 门 B)' 关 A' 门 B“. 事 实 上 , (A 站 mB) CA nmB ,但 反之 未 必 成 立 . 例如 ， 
设 A=Q@,B==Q', 则 (A 门 B) = ,A'=B'==R, 从 而 A'N 中 B=R, 即 (ANMB)' 汪 A'NB' 不 
成 立 . 
思考 : AUB=AUB,ANMB=ANnB,(AUB) =A4AUB AnB7) =A mmB 是 否 成 立 ? 
定理 4( 波 耳 查 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 (Bolzano-Weierstrass) 定 理 ) 若 瓦 是 恨 "中 有 界 的 无 穷 
集 , 则 EF 至少 有 一 个 聚 点 PC(P 可 以 不 属于 E), 即 EF' 关 2. 
该 定理 的 证 明 方 法 与 数学 分 析 课程 中 民 和 民情 形 的 证 明 相 同 ,这 里 从 略 . 
思考 : 定理 4 中 有 界 与 无 穷 集 的 条 件 是 否 可 以 去 掉 ? 


二 、 扳 立 集 与 稠密 集 


下 面 我 们 按照 点 集中 的 点 在 R" 中 的 稠密 程度 将 点 集 进行 分 类 . 
定义 4 如 果 点 集 正 的 每 一 个 点 都 是 孤立 点 , 则 称 下 为 孤立 集 . 
注意 : (1) 孤立 集 为 至 多 可 数 集 . 事实 上 , 设 玉 为 孤立 集 , 则 对 任意 PEE, 都 存在 be 过 0， 
使 N(P,26p) 人 几 E 二 {P}. 在 NC(P,6r) 中 取 一 有 理 点 Rp, 则 当 Pi 隆 P; 时 , 必 有 Rp 天 Ra .用 
反 证 法 证 明之 : 假设 Rn 一 Re , 则 
pCP, ;Pa) plPys Rp YH plRe, ,Pz) 
= olP, ,Rp ) 二 pCRp, ,了 ) 


< 6p, + op, 
< 2max{bp ,Op }. 
不 妨 设 max{6p, ,6p, } 二 6p, ,于 是 p(Pi ,Ps ) 二 26p .因此 PE NCPi,26p ), 从 而 
N (Pi ,26p, ) NE= {P,P,}, 
矛盾 . 上 述 事实 说 明 Pm>Rp 是 一 对 一 的 . 由 于 全 体 有 理 点 构成 的 集合 为 可 数 集 ,所 以 玉 为 
至 多 可 数 集 . 
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(2) 巨 为 孤立 集合 开门 忆 一气 . 

定义 5 车 户 = 二 多, 则 称 玉 为 离散 集 . 

注意 : 离散 集 都 是 孤立 集 , 但 孤立 集 不 一 定 都 是 离散 集合 . 例如 ,点 集 
到 才 


FEF= lp 


定义 6 设 ECR". 若 五 一 R", 则 称 瑟 为 R" 中 的 稠密 集 ; 若 巨 中 不 包含 任何 邻 域 , 则 称 王 


为 无 处 稠密 集 或 疏 朗 集 . 
例如 ,有 理 数 集 Q@ 为 尺 中 的 稠 密集, 整数 集 Z 为 RR 中 的 玖 朗 集 . 
习 题 2.5 
1. 简 答 题 : 


(1) 若 AC R" 为 无 穷 集 ,是 否 一 定 有 A 天 好 ? 

(2) 是 否 对 任意 集合 都 有 A"UB"== (AUB) "成 立 ? 这 两 个 集合 的 关系 是 什么 ? 

(3) 是 否 存在 离散 的 无 穷 集 ? 

(4) 设 ECR",zoE 要 ". 若 存在 90, 使 NCzo,9) 中 含有 下 的 无 穷 多 个 点 ,zuE 忆 是 否 
成 立 ? 

(5) 有 界 无 穷 集 是 否 都 有 聚 点 ? 

(6) 设 EC R" ,zo€ BR". 若 对 任意 9>0, 都 有 N(zo,6) 门 下 夭 杂 ,是否 一 定 有 zoEE? 

(7)“ 点 集 瑟 的 每 一 点 或 为 孤立 点 或 为 聚 点 ,二 者 必 居 其 一 且 只 居 其 一 ”这 句 话 是 否 
正确 ? 

(8) 车 zz 为 E 的 孤立 点 ,zx 一 定 为 E 的 边界 点 吗 ? 

(9) 若是 EE 的 边界 点 ,z 一定 不 是 EE 的 聚 点 吗 ? 试 举例 说 明 . 

(10) 若是 EE 的 聚 点 ,但 不 是 玉 的 边界 点 ,x 一 定 是 的 内 点 吗 ? 

(11) A'NMB'= (AN 门 B)' 是 否 正 确 ? 为 什么 ? 

(12) 若 A 是 B 的 真子 集 ,A' 与 B 的 关系 是 什么 ? 

(13) AUB 与 (AUB) 的 关系 是 什么 ? 

(14) 若 P。 EE,“ 对 任意 6 二 0, 均 有 N (Po,6) 门 E 关 如 ”这 句 话 是 否 正确 ? 

2. 证 明 : (1) P。 EE 当 且 仅 当 任意 含有 P。 的 邻 域 N(P)( 不 一 定 以 Po 为 中 心 ) 中 恒 有 
异 于 Po 的 点 Pi 属于 EE (事实 上 ,这 样 的 P 还 有 无 穷 多 个 ); 

(2) P, EE 当 且 仅 当 存在 含有 Po 的 邻 域 NCP)( 不 一 定 以 Po 为 中 心 ), 使 N(P)CE. 

3. 证 明 : 当 五 为 展 "中 不 可 数 的 无 穷 点 集 时 ,已 不 可 能 是 有 限 集 , 也 不 可 能 是 可 
数 集 . 


$ 2.6 开 集 、 闭 集 及 其 构造 


4. 设 忆 一 好 ,证 明 : 玉 为 至 多 可 数 集 ;车 还 有 玉 为 非 空 有 界 集 , 则 只 能 是 有 限 集 . 
5. (1) 设 王 为 [0,1j 中 的 有 理 点 集 , 求 王 在 民 中 的 导 集 .内 域 . 闭 包 ; 

(2) 设 五 为 L0,1]X{0) 中 的 有 理 点 集 , 求 王 在 限 中 的 导 集 .内 域 ` 闭 包 ; 

(3) 设 E={ (zr,y)|z’ 十 y 过 1), 求 在 R* 中 的 导 集 、 内 域 . 闭 包 . 

6. 设 巨 为 函数 


全 十， we0, 
y= Xz 

95 并 一 0 

的 图 形 上 的 点 构成 的 集合 , 求 下 在 恨 中 的 导 集 .内 域 、. 闭 包 . 


3 2.6 开 集 、 闭 集 及 其 构造 


一 、 开 集 . 闭 集 及 其 性 质 


开 集 与 闭 集 是 两 类 重要 的 集合 ,它们 是 构造 其 他 集合 及 定义 拓扑 空间 的 基础 . 

定义 1 设 EFCR". 若 王 中 的 每 一 个 点 都 是 王 的 内 点 , 则 称 王 为 开 集 . 

注意 : (1) EF 为 开 集 < 人 > 上 一 忆 

(2) 限 "为 开 集 . 规定 空 集 名 为 开 集 . 

(3) 一 个 集合 是 否 为 开 集 与 该 集合 所 在 的 空间 有 关 . 例如 , (0,1) 是 民 上 的 开 集 ,但 若 将 
其 看 做 RR 上 的 集合 , 即 (0,1) X {0} 时 , 则 不 是 开 集 . 

定义 2 设 ECR". 若 互 的 每 一 个 聚 点 都 属于 已, 即 FCE, 则 称 玉 为 闭 集 . 

注意 : (1) EE 为 闭 集 <>E= 二 EE 包 CE. 

(2) R" 是 闭 集 . 规定 名 也 为 闭 集 . 所 以 名 和 RR" 既是 开 集 也 是 闭 集 . 

定义 3 设 ECR". 若 EF 的 每 一 个 点 都 是 E 的 聚 点 , 即 ECE , 则 称 为 自 密集 . 

注意 : (1) 为 自 密集 >E ==E; 

(2) 任意 多 个 自 密集 的 并 集 仍 为 自 密集 (见习 题 2.6 的 第 3 题 ); 

(3) 有 理 数 集 与 无 理 数 集 均 为 自 密集 . 

定义 4 自 密 的 闭 集 称 为 完备 集 或 完全 集 . 

注意 : (1) EE 为 完备 集 eE=E ; 

(2) 名 和 R" 都 是 完备 集 . 

开 集 和 闭 集 是 R" 中 最 基本 的 两 类 子 集 . 事实 上 ,在 R" 中 更 多 的 子 集 既 不 是 开 集 也 不 是 
闭 集 . 下 面 定义 R" 中 男 外 两 类 非常 重要 的 子 集 . 

定义 5 设 ECR”. 若 是 可 数 个 开 集 的 交 , 则 称 E 为 Gs 和 集 ; 若 玉 是 可 数 个 闭 集 的 并 ， 
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则 称 五 为 下 。 集 ;通过 将 开 集 取 余 集 , 作 可 数 次 交 、 可 数 次 并 等 手续 而 得 到 的 集合 称 为 博 雷 尔 
(Borel,1871 一 1956) 集 . 

注意 : R”" 中 任何 区 间 均 既是 G; 集 又 是 下 , 集 ( 见 习题 2.6 中 第 1 题 的 (1) 与 (2)). 

定理 1 设 ECR”, 则 EE" 是 开 集 ,E' 和 E 都 是 闭 集 . 

证 明 ” 先 证 "是 开 集 . 若 E 二 多, 则 EF" 是 开 集 . 

车 "了 关 名 , 任 取 PEE", 存 在 PP 的 某 邻 域 N(P)CE. 对 任意 QEN(P), 存 在 Q 的 某 
邻 域 N(Q) ,使 N(Q)CN(CP)CE, 所 以 QEE". 因 此 N(P)CE", 即 PP 是 EE 的 内 点 ,也 即 
PE(E")". 由 PP 的 任意 性 , 知 E 是 开 集 . 

下 证 EE 为 闭 集 .车 (E)' = 多 , 则 (E')'CE' , 即 EF 是 闭 集 . 

车 (E)' 关 如, 任 取 PE (CE)', 则 对 任意 N(P), 有 (N(P) 一 {P)) 几 FE 关 B. 取 PE 
(CN(P) 一 {P})) 首 E'. 因 Pi EN(P), 故 存在 N(P1)CN(P), 且 PKN(P1). 又 因为 PE 已 ， 
所 以 CN(Pi) 一 {PN 站 E 关 GB. 取 Ps ECN(Pi) 一 {P1)) 阁 E. 综 上 ,有 P; EC(N(P) 一 {PDNE, 
即 (NCP) 一 {P})) 几 E 关 多 ,因此 PEE'. 由 点 P 的 任意 性 , 知 (E)'CE', 于 是 是 闭 集 . 

因为 (E)’==(EUE')==E'U(E)'CE UE==E CE, 所 以 E 是 闭 集 . 

定理 2( 开 集 与 闭 集 的 对 偶 性 ) 若 G 是 开 集 , 则 G' 是 闭 集 ; 若 G 是 闭 集 , 则 G“ 是 开 集 . 

证 明 设 G 是 开 集 .由 于 G ==(G")==G', 因 此 G' 是 闭 集 . 

设 G 是 闭 集 .由 于 (G')"==(G)‘=G', 因 此 G 是 开 集 . 

定理 3 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 ;有 限 多 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 

证 明 设 F 一 [|F, 其 中 F; (XEA) 均 为 闭 集 . 因为 FCF ,所 以 FCF. 故 


FCfrc/|r,=F, 
AGE 从 AEA 


即 下 为 闭 集 . 
设 下 = 二 FUF,, 其 中 下 ; (i 二 1,2) 均 为 闭 集 , 则 
F=(FIUF,) =F UF CF UF,=F. 
故 下 为 闭 集 . 由 数学 归纳 法 可 以 证 明 任意 有 限 个 集合 的 情形 . 
注意 : 任意 多 个 闭 集 的 并 集 不 一 定 是 闭 集 . 例如 , 设 
wal i -| (n=1,2,.…), 


n n 


则 开 , 均 为 团 集 ,而 吕 ,= 吕 | 一 1 十 二 ,1 一 元 | = (一 11) 为 开 集 ， 


定理 4 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ; 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 
证 明 设 G= HG ,其 中 G;( (XEA)) 均 为 开 集 . 由 德 。 摩根 公式 ,G 一 人 1G 为 闭 集 ， 
从 而 G=(G*) 为 开 集 . 
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设 G= 门 Gi, 其 中 Gi((i==1,2,…,n)) 均 为 开 集 . 由 德 . 摩根 公式 ,G' 一品 G; 为 闭 集 ， 
从 而 G= 王 (G") 为 开 集 . 
注意 : 任意 多 个 开 集 的 交集 不 一 定 是 开 集 . 例如 , 设 


则 每 个 G, 是 开 集 ,而 门 G, 一 门 (一 三 ,二 ) 一 (0) 为 闭 集 


n 
在 数学 分 析 课 程 中 ,我 们 已 经 学 习 了 R? 中 的 海 涅 - 博 雷 尔 有 限 覆 盖 定 理 ,下 面 将 之 推广 
到 更 一 般 的 情形 ,证 明 从 略 . 
定理 $( 海 涅 - 博 雷 尔 有 限 覆 盖 定 理 ) 设 下 为 有 界 闭 集 , 人 是 一 族 开 集 且 其 完全 覆盖 了 
F( 即 对 任意 xEF, 存 在 MEN, 使 TE M), 则 在 A 中 一 定 存 在 有 限 个 开 集 Mi ,Mi ,…,M,， 
它们 也 覆盖 了 下 . 


二 . 一 维 开 集 . 闭 集 、 完 备 集 的 构造 


下 面 的 定理 说 明 ,实数 集中 的 非 空 开 集 可 由 开 区 间 “ 生 成 ”. 事实 上 ,在 点 集 拓扑 学 中 我 
们 将 知道 ,所 有 开 区 间 构 成 的 集 族 为 实数 集 通常 拓扑 ( 即 由 所 有 R" 的 开 集 构成 的 集 族 ) 的 基 ， 
于 是 可 以 通过 对 其 性 质 的 研究 得 到 所 有 开 集 具有 的 性 质 . 

定理 6( 开 集 的 构造 定理 ) 直线 上 非 空 集合 G 为 开 集 当 且 仅 当 G 可 以 表示 成 有 限 个 或 
可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 ,这 些 开 区 间 的 端点 都 不 属于 G (这 些 开 区 间 称 为 G 的 构成 
区 间 ). 

证 明 定理 的 充分 性 显然 . 

必要 性 的 证 明 : 因为 G 为 开 集 ,所 以 对 任意 xzEG, 都 存在 开 区 间 (a,B) ,使 zE (a,B)CG. 
令 

wx =inf{a| (a,z]CG}, B=sup{B|[z,B)CG), 

则 zE(o ,80CC 一 co, 十 co). 记 天 =(o ,B'), 下 证 工 为 G 的 构成 区 间 . 先 证 ICG. 对 任 
意 a€ (a ,x) ,由 下 确 界 的 定义 并 结合 a 的 构造 , 知 存在 mE 《a ,a), 使 a€ (a ,xz]CG, 于 
是 (a ,zjCG. 类 似 可 证 [zx,8 )CG, 故 I,CG. 下 证 a ,BG. 用 反 证 法 .假若 a EG, 则 a 
是 G 的 内 点 .于 是 存在 gs 过 a ;使 (gz ya ]CG, 从 而 (gz ,Xj 二 (gya ]U(a ,zj]CG. 这 与 a 
的 定义 矛盾 ,所 以 a 4 G. 同 理 ,8'4 G. 显然 ,有 6= Ui. 最 后 证 明 , 对 zy, LN 站,= 0. 
设 工 = 二 (a ,8B ), 了 二 (WB)(z 关 yy) ,不 妨 设 8 二 PB. 若 B 之 , 则 BE(a ,PF)CG. 上 面 已 证 
B' 儿 G, 蔬 盾 . 故 应 有 p'<w .因此 工作 1 二 B. 综 上 ,1 为 G 的 构成 区 间 . 从 每 个 构成 区 间 中 
取 定 一 个 有 理 数 , 则 得 到 所 有 构成 区 间 构 成 的 集合 族 与 有 理 数 集 的 子 集 之 间 的 1-1 对 应 . 因 
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为 有 理 数 集 为 可 数 集 , 所 以 构成 区 间 的 全 体 构成 的 集合 族 为 至 多 可 数 集 . 

由 定理 6 与 定理 2, 易 得 直线 上 闭 集 与 完备 集 的 构造 定理 . 

定理 7( 闭 集 的 构造 定理 ) ”直线 上 非 空 集合 下 为 闭 集 当 且 仅 当下 是 从 直线 民 中 挖 去 有 
限 个 或 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 ( 即 下 的 余 区 间 ) 所 得 到 的 集合 ,这 些 开 区 间 的 端点 都 属于 
下 (这 些 开 区 间 称 为 的 邻接 区 间 ). 

定理 8( 完 备 集 的 构造 定理 ) ”直线 上 非 空 集合 下 为 完备 集 当 且 仅 当 F 是 从 直线 民 中 挖 
去 有 限 个 或 可 数 个 彼此 没有 公共 端点 的 开 区 间 所 得 到 的 集合 ,这 些 开 区 间 的 端点 都 属于 下. 


三 、 康 托 尔 集 


康 托 尔 集 是 集合 论 中 非常 重要 的 集合 , 它 有 许多 “奇特 ”的 性 质 ,对 它 的 研究 可 以 破除 我 
们 头脑 中 原 有 的 对 集合 认识 的 禁 铀 . 

1. 康 托 尔 集 的 构造 

将 闭 区 间 [0,1] 三 等 分 , 控 去 中 间 的 开 区 间 If = (二 ,了 ), 剩 下 两 个 闭 区 间 [0, 亏 ]， 


,1]; 将 上 面 两 个 闭 区 间 再 分 别 三 等 分 , 控 去 中 间 的 两 个 开 区 间 I? 一 ( 言 ,二 ) ,敬一 


= 
ola wl|Y 


( 


长 度 为 训 的 互 不 相交 的 闭 区 间 . 如 此 下 去 ,就 从 [0,1] 中 挖 去 了 可 数 个 互 不 相交 而 且 没 有 
公共 端点 的 开 区 间 Pe (t= 2 . n= 5 设 挖 去 的 这 些 开 区 间 的 并 集 为 C， 即 


, 配 ) 一 般 地 ,第 次 挖 去 2 ! 个 长 度 为 六 的 开 区 间 I? (i=1,2,…,2"”!), 剩 下 2" 个 


6G 一 UU Im , 则 G 为 开 集 . 设 P=[0,1] 一 G( 因 P=[0,1] 站 G, 故 为 闭 集 ), 称 了 为 康 托 
尔 集合 ,简称 为 康 托 尔 集 . 


2. 康 托 尔 集 的 性 质 

康 托 尔 集 具 有 以 下 性 质 : 

(1) P 是 完备 集 . 

因为 P 的 邻接 区 间 彼 此 没有 公共 端点 ,所 以 PP 为 完备 集 . 

(2) P 是 下 朗 集 . 

因为 P 是 闭 集 , 即 P==P, 所 以 只 需 证 明 P 中 不 含有 任何 邻 域 . 事实 上 ,对 任意 xzEP, 任 


意 6>0, 取 PE 2, ,使 训 <6, 则 在 进行 第 n 次 挖 去 过 程 后 ,zx 必 在 余下 的 2" 个 长 度 为 证 的 


某 个 闭 区 间 中 ,不 妨 记 为 A. 显然 ACN (zx,6). 因为 接 下 去 还 要 对 A 进行 三 等 分 并 挖 去 中 间 
的 开 区 间 , 因 此 在 A 中 含有 不 属于 了 的 点 ,从 而 在 N(x,6) 中 含有 不 属于 P 的 点 .由 zx 与 6 
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的 任意 性 , 知 P 中 不 包含 任何 邻 域 , 故 已 是 玻 朗 集 . 
(3) P=c. 
将 PP 中 的 点 zx 用 三 进位 无 穷 小 数 表示 ( 当 有 两 种 表示 时 都 用 有 限 表示 ), 必 有 


天 二 >》， 2 ca(x) = 0,2 


n=1 


( 见 江 泽 坚 等 的 《 实 变 函 数论 (第 三 版 )》, 第 36 页 ). 易 知 ,这 种 小 数 全 体 与 
复生 >， Sy, c (xX)= 0,1 


n=1 


的 全 体 构 成 1-1 对 应 ,而 后 者 全 体 与 [0,1] 对 等 , 故 P=c. 
(4) G 中 所 含 开 区 间 的 长 度 总 和 为 3) 2 二 1. 由 下 一 章 的 知识 ,可 得 己 的 测度 为 零 


四 、R" (n 宇 2 ) 中 的 开 集 与 闭 集 
定理 9 设 GCR" 为 非 空 开 集 , 则 存在 可 数 个 互 不 相交 的 左 开 右 闭 ( 或 左 闭 右 开 ) 区 间 


G=1,2,…), 使 G= UL. 
证 明 对 每 个 正 整数 &, R" 都 可 以 分 解 为 可 数 个 如 下 形式 的 互 不 相交 的 左 开 右 闭 区 间 : 


m; 十 1 
94 
对 于 不 同 的 & 和 m; ,上面 的 左 开 右 闭 区 间或 者 不 相交 ,或 者 一 个 含 于 另 一 个 .用 1??? ,1 ，… 
表示 上 述 那 些 区 间 中 完全 包含 于 G 内 ,但 不 被 任何 I”(1<k) 包 含 的 区 间 . 于 是 得 到 可 数 个 


互 不 相交 的 左 开 右 闭 区 间 12 (1<<j 过 十 oo,k 一 1,2,…), 且 U I CG. 下 证 GC U T 人 5. 对 


| (FX1 I Dn ) 于 


"i=1,2,0on| (m;:€ 2Z). 


任意 xzEG, 存 在 6>0, 使 以 z 为 中 心 ,以 28 为 楼 长 的 开 区 间 1, 包含 于 G. 当 冯 <8 时 , 必 有 


某 个 Te 包含 zx. 由 xz 的 任意 性 , 知 GC Ur. 综 上 ,有 G= Jip. 


由 定理 9 与 定理 2, 可 得 R”" 中 闭 集 的 如 下 构造 定理 : 
定理 10 ”R"(n 之 2) 中 非 空间 集 下 可 以 从 R" 中 去 掉 可 数 个 互 不 相交 的 左 开 右 闭 (或 左 
闭 右 开 区 间 ) 得 到 . 


定义 6 设 G 为 中 的 非 空 开 集 ,G=- U1, 其 中 了 为 G 的 构成 区 间 , 称 217 | 为 G 


的 体积 , 记 做 |G|. 
定义 7 设 下 为 R" 中 的 非 空 有 界 闭 集 ,1 为 R" 中 的 开 区 间 , 且 IDF, 于 是 G==1 一 下 为 开 
集 . 称 | 二 一 |G| 为 下 的 体积 , 记 做 | 下 |. 
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习 题 2.6 


1. 简 答题 : 

(1) 试 说 明 在 实数 集 民 中 , 闭 区 间 [0,1] 是 一 个 Gs 集 . 

(2) 试 说 明 在 实数 集 民 中 , 开 区 间 (0,1) 是 一 个 F, 集 . 

(3) 开 集 一 定 为 自 密 集 吗 ? 

(4) 完备 集 一 定 不 是 开 集 吗 ? 

(5) 孤立 集 一 定 是 闭 集 吗 ? 

(6) 离散 集 一 定 是 闭 集 吗 ? 

(7) 设 A,B 是 R" 中 的 两 个 集合 ,A 一 B 是 否 一 定 为 闭 集 ? 

(8) 设 A,B 是 R" 中 的 两 个 集合 ,AUB’ 一 A 是 否 一 定 为 闭 集 ? 

(9) 若 A 为 闭 集 ,B 为 有 限 集 ,AUB 是 否 一 定 为 闭 集 ? 

(10) 若 A 既 不 是 开 集 也 不 是 闭 集 ,B 是 闭 集 ,AUB 可 能 是 闭 集 吗 ? 
(11) 若 五 中 不 含 孤 立 点 , 正 一 定 是 自 密集 吗 ? 

(12) 车 下 是 闭 集 ,G 是 开 集 ,G 一 下 一 定 是 开 集 吗 ? 

(13)“ 若 点 集中 存在 一 收敛 点 列 {z, ) 之 1, 使 limz, 一 Xo 儿 , 则 所 一 定 不 是 闭 集 ” 这 


句 话 是 否 正确 ? 


(14) 设 巨 是 R" 中 任 一 点 集 ,(E")' 一定 是 闭 集 吗 ? 
(15) 车 Cn ,G2 均 为 开 集 ,Cn 一 Cn: 是 什么 集合 ? 


G16) 设 {A,) 这 ;为 RR' 中 的 点 集 序列 , ( UA) 是 开 集 还 是 闭 集 ? 为 什么 ? 


(17) 设 1B,} 过 ,是 芭 中 的 点 集 序列 ,( 门 B;)” 是 开 集 还 是 闭 集 ? 为 什么 ? 


(18) 设 A,B 是 R" 中 的 点 集 ,(A" 一 A') 门 (B)' 是 开 集 还 是 闭 集 ? 为 什么 ? 

(19) 边界 点 都 不 在 其 中 的 点 集 是 什么 集合 ? 

(20) Gi ,G, 均 为 开 集 是 Gi U Gs 为 开 集 的 充分 条 件 还 是 必要 条 件 ? 

2. 设 是 实数 集 民 的 全 体 开 集 与 闭 集 构 成 的 集 族 , 证 明 其 为 域 ,但 不 是 o 域 . 

3. 证 明 : 两 个 完备 集 的 并 集 还 是 完备 集 . 

4. 证 明 : 点 集 下 为 闭 集 当 且 仅 当 F=F. 

5. 证 明 : 点 集 下 为 闭 集 当 且 仅 当下 中 任 一 收敛 点 列 {P, ) 人 的 极限 点 都 属于 下 . 

6. 设 ECR’” ,证明 : EE 是 R" 中 包含 E 的 最 小 闭 集 . 

7. 证 明 : 任何 邻 域 N (Po ,8) 均 为 开 集 (因此 邻 域 也 通常 称 为 开 邻 域 ), 且 N(Po,6) = 


{Plp (P,Po) 过 6) (通常 称 之 为 闭 邻 域 ). 
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8. 证 明 : 任何 闭 集 均 可 表示 为 可 数 个 开 集 的 交 ; 任 何 开 集 均 可 表示 为 可 数 个 闭 集 的 并 . 

9. 设 FCz) 是 下 = (一 c, 十 co) 上 的 实 值 连续 函数 ,证 明 : 对 任意 常数 o, 下 La] 均 为 
开 集 ,E[f 之 a ] 均 为 闭 集 . 

10. 证 明 : f(x) 在 闭 区 间 [La,5] 上 连续 当 且 仅 当 对 任意 实数 c,E[f 之 c] 与 ELf<<c] 均 


11. 利用 海 涅 - 博 雷 尔 有 限 覆 盖 定理 证 明 波 耳 查 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 
12. 设 Fn 二 1,2,…) 均 为 闭 区 间 [a,6] 的 闭 子 集 ,证 明 : 车 门 F, 一 儿 , 则 必 有 正 整 数 


N, 使 站 F,=. 

13. 证 明 林 德 略 夫 (Lindelof) 定 理 : 设 EC R" ,A 为 一 族 完全 和 覆盖 上 的 开 邻 域 , 则 中 
有 可 数 个 或 有 限 个 开 邻 域 也 完全 覆盖 E. 

14. 证 明 : R" 中 全 体 有 理 点 构成 的 集合 为 集 . 

15. 证 明 : 全 体 有 理 数 构成 的 集合 不 是 Gs 集 , 即 不 能 表示 成 可 数 个 开 集 的 交 . 

16. 设 f(z) 是 定义 在 开 集 GC R" 上 的 实 值 函 数 , 证 明 ; f(z) 的 所 有 连续 点 构成 的 集合 
为 Gs 集 . 
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实 变 函 数论 课程 的 中 心 内 容 是 介绍 一 种 新 的 积分 理论 一 一 
勒 贝 格 积分 理论 . 勒 贝 格 测度 理论 是 勒 贝 格 积分 理论 的 重要 基 
础 .测度 概念 是 一 维 空间 中 的 长 度 ` 二 维 空间 中 的 面积 、 三 维 空间 
中 的 体积 概念 的 推广 . 1902 年 , 勒 贝 格 首先 建立 了 勒 贝 格 测度 与 
勒 贝 格 积分 理论 ,随后 法 国 数学 家 弗 雷 软 又 开创 了 一 般 ac 代数 上 
的 抽象 测度 论 . 本 章 介绍 勒 贝 格 测度 理论 ,并 带 有 比较 性 地 给 出 
三 种 勒 贝 格 测度 的 等 价 定义 .本章 介 绍 的 勒 贝 格 测度 理论 基于 希 
腊 数 学 家 卡拉 素 奥 多 里 的 研究 成 果 . 


3 3.1 勒 贝 格 测度 


利用 “ 荐 圆 术 ” 求 圆 的 面积 时 ,其 面积 可 以 用 包含 它 的 外 切 正 多 边 形 
面积 的 下 确 界 或 含 于 它 的 内 接 正 多 边 形 面积 的 上 确 界 来 定义 . 在 微 积分 
中 , 曲 边 梯形 的 面积 可 以 分 别 用 包含 该 曲 边 梯 形 的 小 矩形 面积 之 和 ( 即 
大 和 ) 与 含 于 该 曲 边 梯形 的 小 矩形 面积 之 和 ( 即 小 和 ) 来 近似 代替 ,然后 
通过 取 极 限 求 得 曲 边 梯 形 面 积 的 精确 值 . 一 般 地 ,给 定 一 个 定义 在 闭 区 
间 [La ,bo 上 的 实 值 函数 , 若 其 大 和 的 极限 与 小 和 的 极限 不 相等 , 则 其 在 
[a,5] 上 的 歼 曼 定 积分 不 存在 . 上 述 内 容 的 思想 是 本 节 R" 中 的 点 集 的 外 
测度 、 内 测度 与 可 测 集 概念 的 思想 来 源 . 


一 、 勒 贝 格外 测度 


类 似 于 古典 积分 理论 中 的 达 布 (Darboux,1842 一 1917) 上 和 ,我 们 用 
区 间 将 点 集 覆 盖 , 求 得 这 些 区 间 的 体积 和 . 因为 这 种 覆盖 所 盖 住 点 集 的 
“体积 ”( 一 维 长 度 、 二 维 面积 概念 的 推广 ) 大 于 或 等 于 原来 点 集 的 “ 体 
积 ”, 我 们 求 出 所 有 这 样 的 覆盖 对 应 的 体积 和 的 下 确 界 , 将 其 作为 所 求 点 
集 “ 体 积 ” 的 过 剩 近似 值 , 即 下 面 定义 的 点 集 的 外 测度 . 上 述 思想 源 于 早 
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期 的 约 当 容 度 . 勒 贝 格 将 约 当 容 度 中 用 有 限 个 区 间 履 盖 点 集 改造 成 用 可 数 个 区 间 覆 盖 , 用 这 
种 方式 度量 点 集 更 加 合理 . 勒 贝 格外 测度 思想 也 是 勒 贝 格 诸多 工作 中 的 重要 创举 之 一 . 


定义 1 设 E 是 RR" 中 的 点 集 , (1,)>, 是 R" 中 的 一 列 开 区 间 ,EC (I( 称 (I)21 为 EE 


的 勒 贝 格 材 盖 ,简称 为 覆盖), 则 5) | | 确定 一 个 非 负数 或 十 oo. 称 


inf{ 六 I| IEcU ,| 
为 五 的 勒 贝 格外 测度 ,简称 为 外 测度 , 记 为 m*E. 
注意 : (1) 因 某 些 天 可 以 是 空 集 , 故 覆盖 E 的 开 区 间 列 可 以 仅 有 有 限 个 开 区 间 . 


(2) 若 { 三 }2 为 巨 的 一 个 工 覆 盖 , 则 思 忆 过 >) | | ;对 任意 s 二 0, 存 在 五 的 一 个 二 覆 
盖 {1)21, 使 2) | 天 | 委 和 下 十 e， 


(3) 因为 >) | 五 | 三 0, 所 以 任意 点 集 忆 都 存在 外 测度 ,上 且 m'E 宇 0. 


(4) mi* 玉 可 以 为 十 co( 比 如 m*RR 二 十 o2). 

(5) 若 五 为 有 界 集 , 则 m*E<= 十 o0. 

(6) 外 测度 是 以 点 集 为 自 变 量 的 非 负 函数 , 称 为 集合 函数 . 

(7) 有 限 点 集 与 可 数 点 集 的 外 测度 均 为 0. 特别 地 ,有 理 数 集 的 外 测度 为 0. 

事实 上 , 设 A 是 R" 中 的 可 数 点 集 , 记 A= (al,as… ,ai,…) ,其 中 ai 二 (an ,a am) 
(i 二 1,2,…). 对 任意 之 0, 设 


下 177 1 E l/n "i 
T= (za syria Tha) | ap 人 | ay<ag 寸 二 | 训 | ,7 一 1,2， |， 


则 | 一 二 ,县 wel,ACU i 二 一 所 以 m'A 过 六 10| 一 < 由 e 的 任 
i=1 i=1 i=1 
意 性 ,得 m*A = 0. 
外 测度 具有 以 下 基本 性 质 : 
定理 1 (1) ( 非 负 性 ) 设 ECR", 则 mr.`*E 宇 0. 特别 地 ,xx 玫 王 0. 
(2) (单调 性 ) 若 ACBCR”, 则 m2.*A 达 m*B. 


i=1 


(3) (次 可 加 性 ) 设 {E.) 庆 1 为 民 中 的 点 集 序列 , 则 m' (UE) < mE 


(4) (平移 不 变性 ) 设 ECR”,zxER”, 则 mm“'(E 十 Xx) 二 mw, 其 中 
Ezx= {y+zx|yEE)}. 
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证 明 (1) 由 外 测度 的 定义 , 即 得 m*EE 宇 0. 当 玖 王妃 时 ,对 任意 s 盖 0, 取 开 区 间 记 , 使 
[了 | 天 se, 于 是 他 委 | 本 < 天 es. 由 es 的 任意 性 ,可 知 m.* 儿 二 0. 
(2) 因为 覆盖 B 的 开 区 间 列 (无 } 忆 :也 一 定 覆盖 A ,由 下 确 界 的 定义 ,结论 成 立 . 


(3) 对 任意 。>0, 由 外 测度 定义 ,对 每 个 i 都 存在 开 区 间 列 {1.,) 1, 使 E CU Te, 且 


oo co 


2 1In | 过 mE 十 襄 (这 里 用 *<” 号 ,是 因为 mF, 可 能 是 十 co). 于 是 避 已 CU ULI,, 且 


由 * 的 任意 性 ,结论 成 立 . 

(4) 因为 开 区 间 的 “体积 ”在 平移 下 是 保持 不 变 的 ,由 外 测度 的 定义 ,结论 成 立 . 

注意 : 当 结 论 (3) 中 的 等 号 “二” 成 立时 , 称 具 有 可 加 性 . 对 于 有 限 个 点 集 , 结 论 (3) 显 然 
成 立 , 即 


m’( U E,) 过 > mE,. 
定理 2 设 I 为 R" 中 的 任意 区 间 , 则 m*I=|1|. 
证 明 (1) 着 I 为 开 区 间 , 由 外 测度 的 定义 ,结论 成 立 . 
(2) 若 工 为 团 区 间 ,对 任意 es>0, 存 在 开 区 间 使 ICJ, 且 | 过 |1| 十 e. 由 外 测度 的 定 
义 , 有 mI 过 | 二 | 了 | 十 e. 由 的 任意 性 , 知 m*I 过 |1|. 
下 证 m* I 宇 11|. 对 任意 ce 二 0, 存 在 1 的 一 个 LL 覆盖 {1;})&1 ,使 


必 / [| 入 
由 有 限 覆 盖 定 理 ,在 (1) 中 存在 有 限 个 开 区间 工 ,了 T，…,1 ,使 ICUL,. 
因为 I= 了 NU 一 书 GNED; 所 以 |1|< 习 1INE|, 从 而 


[Tl< oO NINE|< Dil< Dl|<m'I+e. 
| k=1 1 = 


由 的 任意 性 ,得 |1| 志 mr.'I. 综 上 ,有 m*I 二 |1|. 
(3) 若 工 为 任意 区 间 , 则 CICIT, 故 
mT"<mI<m’l. 
而 ze 大 一 了 一 |T| ,因此 m*T==|1l. 
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二 、 勒 贝 格 内 测度 


为 了 对 外" 中 的 点 集 进 行 度量 ,除了 用 区 间 对 其 进行 覆盖 外 ,还 可 以 从 内 部 去 逼近 点 集 ， 
即 求 得 其 “体积 ”的 不 足 近似 值 , 亦 即 下 面 定 义 的 点 集 的 内 测度 . 古典 积分 中 下 方 图 形 的 面积 
是 这 一 思想 的 来 源 , 它 从 其 内 部 小 矩阵 的 面积 出 发 求 得 下 方 图 形 的 面积 . 此 外 ,多 边 形 的 面 
积 通常 也 是 用 其 内 部 所 含 的 三 角形 面积 进行 度量 的 . 

定义 2 设 巨 是 R" 中 的 有 界 集 ,T 为 任 一 包含 E 的 开 区 间 , 称 

[| 一 me 一 加 

为 巨 的 勒 贝 格 内 测度 ,简称 为 内 测度 , 记 为 m,E. 

注意 : 因为 m*(1 一 E) 是 1 一 天 的 所 有 工 覆盖 (1)>, 的 体积 和 的 下 确 界 ,又 |7|==|1|， 


且 了 一 U I; 是 含 于 EE 的 有 界 闭 集 , 所 以 的 内 测度 可 以 看 做 含 于 E 的 有 界 闭 集 的 体积 和 的 
上 确 界 , 即 有 下 面 的 内 测度 等 价 定义 : 

定义 3 设 E 是 R" 中 的 有 界 集 , 称 

sup{m*F|FCE,F 是 有 界 闭 集 } 

为 EE 的 勒 贝 格 内 测度 , 记 为 m.E. 

内 测度 具有 以 下 基本 人 性质: 

定理 3 (1)( 非 负 性 ) 若 巨 为 R" 中 的 有 界 集 , 则 m,E 宇 0. 特别 地 ,mm ,条 王 0， 

(2) (单调 性 ) 设 A 与 B 均 为 R" 中 的 有 和 界 集 .车 ACB, 则 mm.A<m.B. 

(3) (次 可 加 性 ) 车 {E;) 站 1 为 R" 中 的 有 界 集 序列 , 则 


ms, ( U E,) = Dm.E,. 
(4) (平移 不 变性 ) 设 为 R" 中 的 有 界 集 ,xER”, 则 m,(E 十 xX) 二 mE. 
(5) 若 王 为 恨 中 的 有 界 集 , 则 m,E<m'E. 
证 明 《1) 一 (4) 的 证 明 与 外 测度 基本 性 质 的 证 明 类 似 , 我 们 仅 证 (5). 
由 外 测度 与 内 测度 的 定义 知 ,需要 证 明 的 是 


supfm'F|F CE,F 是 有 界 闭 集 } < inff Dp | cuU 1). 
因为 FCEC UU, 由 外 测度 的 基本 性 质 (2) , 知 


mF<m(U 1 和 Dm r= 2 IL. 
由 下 与 {1 ) 全 1 的 任意 性 ,结论 成 立 . 
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三 、 勒 贝 格 测 度 


任何 集合 都 具有 外 测度 (有 限 或 无 穷 ) ,并 且 区 间 的 外 测度 等 于 区 间 的 体积 . 考查 外 测度 

的 基本 性 质 时 我 们 发 现 : 对 于 民 " 中 的 任意 两 个 点 集 A,B, 若 po(A,B)>0, 则 
m’*(AUB)=m’*A+m’B. 

该 性 质 中 的 条 件 p(A,B) 二 0 比较 特别 ,根据 我 们 处 理 实际 问题 时 的 经 验 , 当 两 个 图 形 不 相 
交 时 ,它们 的 长 度 (面积 或 体积 ) 就 应 该 可 以 相 加 ,但 p(4A,B)>0 比 不 相交 的 条 件 苛刻 得 多 . 
下 面 的 定理 告诉 我 们 ,此 条 件 不 可 以 放宽 为 A 门 B==2. 

定理 4 存在 R”" 中 不 相交 的 点 集 A,B, 使 m*(AUB) 关 mA 十 m*B. 

证 明 对 于 任意 zE (0,1), 作 点 集 

R, 二 {y€ (0,1) |y 一 + 为 有 理 数 }. 

因为 zER,, 所 以 R, 隆 名 .下 面 证 明 : 对 于 任意 zx,yE (0,1), 有 RR, 一 R, 或 R, 门 R, 一 2. 事 
实 上 , 关 Ri 门 R, 隆 多 , 则 必 有 mE R; 站 R,. 于 是 x 一 jy 和 ww 一 y 同 为 有 理 数 . 对 任意 &€ RR,, 因 
为 6 一 y 王 (€ 一 工 ) 十 (Zz 一 四 十 (wy 一 y) ,所 以 和 >y 亦 为 有 理 数 ,因而 上 ER,. 故 及 .CR,. 同 理 
可 证 R. 二 R,. 于 是 R,==R,. 

按照 上 面 的 方法 ,整个 开 区 间 (0,1) 就 被 分 解 为 互 不 相交 的 R, 之 并 . 从 每 个 R; 中 取出 
一 点 ( 仅 取 一 点 ) 作 成 一 个 集合 5, 当然 SC (0,1). 

设 ( 一 1,1) 中 全 体 有 理 数 构成 的 集合 为 (ni,72,… sh,…), 记 Si 二 {1 十 ri|tES}, 则 
Si:C( 一 1,2), 且 Si 门 $S, 二 B(k 关 m). 事 实 上 ,车 存在 5€E Si 门 S;, 则 存在 ,ts E55, 使 

ti 二 ri=s=tsr,. 

于 是 一 4 二 rm 一 rs 为 有 理 数 . 因此 到 泡 属于 同一 个 R; ,从 而 所 二 所 ,进而 六 二 六. 这 与 用 mm 
产生 矛盾 . 故 必 有 Si 门 S, 二 儿 . 

现在 来 证 明 


co Si. (3. 1) 
任 取 zE (0,1), 设 构造 S 时 从 R, 中 取出 的 元 素 为 tc, 则 xz 一 rt 为 有 理 数 , 且 一 1 二 x 一 tr 二 1. 令 


未 二 ZX 一 tf， 从 而 z=ntr€ESi, 故 (0,DCUS,. 


由 (3.1) 式 ,可 得 1 =m*(0,D)<m (U5) < Dm'Si = Dm*S, 因 此 mS 关 0. 
k=1 k=1 
kk 十 1 


5) = 六 Su 十 m*( Us ) , 则 由 数学 归纳 法 容易 证 得 


j= y= 


假设 对 所 有 的 ,都 有 m*( 
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3 
由 于 m*S 取 0, 可 取 上 ,使 得 km*S 之 3. 因为 US,C (一 1,2), 所 以 


Rk 
km*S=m"( U's,) <m(—1,2)=3<km’s. 
上 述 了 矛盾 表明 ,存在 有 ,使 
十 1 
| U's;)#m'S.n tm"( 


k 


i 所. 


k 
设 A= Us ,B= Si , 则 
ANMB=2, 有 HH m’*(AUB)Am’*Am’B. 


定理 4 告诉 我 们 ,集合 的 外 测度 不 具有 可 加 性 . 这 是 否 是 由 于 我 们 定义 外 测度 的 方法 有 
缺陷 呢 ? 事实 上 ,在 上 面 的 推导 过 程 中 ,我 们 只 用 到 了 外 测度 的 非 负 性 .单调 性 、 次 可 数 可 加 
性 .平移 不 变性 以 及 区 间 的 外 测度 等 于 区 间 的 体积 等 这 些 必 须 具 备 的 性 质 , 而 与 外 测度 的 定 
义 方 式 无 关 . 无 论 如 何 改变 定义 方式 ,都 不 能 使 任意 两 个 不 相交 的 集合 的 并 的 外 测度 等 于 它 


们 的 外 测度 之 和 ,这 是 集合 “与 生 俱 来 "的 缺陷 . 


但 是 ,可 加 性 是 处 理 集 合 问题 的 重要 因素 ,为 此 我 们 不 得 不 把 某 些 “奇异 ”的 集合 划分 出 


来 , 称 之 为 “不 可 测 ” 集 合 ,而 在 剩余 的 所 谓 “ 可 测 ” 集 合 范 围 内 使 可 加 性 成 立 . 
开 区 间 应 该 属于 可 测 集合 类 ,因此 肴 点 集 E 可 测 , 由 测度 的 可 加 性 ,对 任意 开 区 间 I 应 有 
mI=m’* (T(E)+m’ (INE’). 
这 种 可 测 集合 对 开 区 间 的 度量 分 割 性 是 可 测 集合 的 本 质 . 
引 理 设 ECBR", 则 对 民 " 中 的 任意 开 区 间 了， 
nT=m’*(INE)+m’ (INE') 
成 立 当 且 仅 当 对 R" 中 的 任意 点 集 T, 有 卡拉 泰 奥 多 里 条 件 
mT=m (TNE)Tm’ TE) 
成 立 . 
证 明 ”充分 性 显然 成 立 . 
下 面 证 明 必要 性 . 对 任意 e>0, 存 在 开 区 间 列 {1,)”, ,使 TC U LL, 是 
Sl < 7 了 十 s. 
因为 
TNEC(Ur)NE=UanNE, TNEc(UL)NE=U NE), 
所 以 由 外 测度 的 单调 性 和 次 可 数 可 加 性 ,有 


m TNE Om NE), mTNE)S Dm (NE ), 
i=1 t= 
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从 而 


m (TNE+m TNE)DS Om TNE) Sm’ (NE') 
?= i=1 
= [mC NE)+m’ (NE )] 
1 一 1 


一 Dm'l, - DL|<m'T+e. 
由 e 之 0 的 任意 性 ,得 
mTNE)+m’( TNE)<m’T. 
另外 ,由 外 测度 的 次 可 加 性 ,有 
mT<m (TNE)+m’ (TNE'). 
综 上 ,有 
mT=m (TNE)+m’" (TNE:'). 
下 面 给 出 勒 贝 格 可 测 集合 的 定义 . 
定义 4 设 ECR". 若 对 民 " 中 的 任意 点 集 工 ,都 有 
mT=m (TNE)Tma(TNE'), (3.2) 
则 称 记 为 勒 贝 格 可 测 集合 ,简称 为 可 测 集 ,并 称 mE 为 EE 的 勒 贝 格 测度 , 简 记 为 mE. 这 时 
也 称 记 可 测 . 车 EE 不 是 可 测 集 , 则 称 玉 为 不 可 测 的 . 
注意 : R" 中 全 体 可 测 集 构成 的 集 族 . 的 基数 与 R" 的 窜 集 P(R”) 的 基数 相同 , 即 


N=2°. 

对 于 勒 贝 格 可 测 集 ,我 们 有 如 下 形式 的 等 价 定 义 : 

定义 5 设 ECR". 若 对 任意 ACE 与 任意 BCE', 都 有 

m’(AUB)= m’A++m'B, (3. 3) 

则 称 巨 为 勒 贝 格 可 测 集合 ,并 称 mE 为 E 的 勒 贝 格 测度 , 简 记 为 mE. 

定义 4 与 定义 5 等 价 性 的 证 明 : 若 (3. 2) 式 成 立 , 且 ACE,BCE', 则 只 要 取 T=AUB， 
便 有 (3. 3) 式 成 立 ; 反 之 ,车 (3.3) 式 成 立 , 取 A 二 TN|E,B= 二 TN E', 便 得 (3.2) 式 成 立 . 

若 玉 为 R" 中 的 有 界 集 ,我 们 还 有 如 下 形式 的 可 测 性 的 等 价 定义 : 

定义 6 设 E 为 R" 中 的 有 界 集 .车 m*E=m,E, 则 称 E 为 勒 贝 格 可 测 集合 ,其 内 、 外 测度 
的 共同 值 称 为 EE 的 勒 贝 格 测度 , 记 做 mE. 

下 面 讨论 勒 贝 格 可 测 集合 的 性 质 . 

定理 5 (1) 设 ECR”, 则 EE 可 测 当 且 仅 当 E' 可 测 . 

(2) 关 m'E 二 0, 则 可 测 , 此 时 称 E 为 零 测 集 ;特别 地 ,名 与 R" 均 可 测 , 且 mx 名 二 0; 可 
数 集 均 为 可 测 集 . 


$3.1 勒 贝 格 测度 ， 


证 明 (1) 由 定义 4 中 EE 和 E' 所 处 地 位 的 对 称 性 ,结论 成 立 . 
(2) 由 外 测度 的 次 可 加 性 ,对 任意 TCR" ,有 
mT<m’(TNE)+m’(TNE'). 
当 mEE=0 时 ,由 TNECE, 知 m*(TNE)==0, 所 以 
mTEm TNE)Tm’ TNE'). 
综 上 , 知 
mT=m(TNE)+m’ (TNE'), 
故 记 可 测 .又 m' 名 二 0,R" 二 0 和 ,故人 名 与 R" 均 可 测 , 且 m 名 二 0. 因为 可 数 点 集 的 外 测度 均 为 
零 , 所 以 可 数 点 集 均 为 可 测 集 . 
定理 6 若 Ei,E: 都 可 测 , 则 Ei UE;,Ei 人 EE; 与 Ei 一 EF, 均 可 测 . 
证 明 因为 EE; 二 ((EiNEs) )' 二 (EIUE;)',E 一 FE: 二 Ei 门 ;, 由 定理 5(1), 只 
需 证 明 El UE 可 测 . 
由 定义 ,要 证 Ei UE 可 测 , 只 需 证 明 对 任意 TC R” ,都 有 


mT=m (TN (CE UE,))+m’ (TN (EU E,)'). (3. 4) 
因为 EE 可 测 , 所 以 对 任意 TC R" ,有 
mT=m’ (TNE,)+m’ (TNE:). (3.5) 


又 因为 E; 可 测 ,有 
mTNE)=m((TNE ) NE,) im TNE ) NE:;). (3.6) 
于 是 ,由 (3.5) 与 (3.6) 式 ,得 
mT=m TNED)D+m TNED)NE,)+m TNE ) NE:;) 
=m" (TNE)+m (TNED) NE)+m (TN (CE UE,)'). (3.7) 
因为 Ei 可 测 , 并 且 TN ECEi, (TNEi) 门 ECEi, 所 以 由 定义 5, 得 
m" (TNED)+m TNED) NE)=m TNE )U TNENE:,)) 
=m’* (TN (EU EiNE;,))) 
=m’* (TN (CE UE )N EUE;,))) 
=m*(TN (EUE;,)). (3. 8) 
由 (3.7) 与 (3.8) 式 ,可 得 (3.4) 式 成 立 , 因 此 Ei UE, 可 测 . 


推论 若 { )4 ,为 多 中 有 限 个 可 测 集 , 则 EE 与 门 E 均 可 测 ,上 当 } 生 ; 互 不 相交 
时 ,对 任何 TCR" ,都 有 


芒 ]j 二 Dm TNE,). 


和 门 EE 的 可 测 性 显然 成 立 .下面 只 需 证 明 等 式 


"(TN(U 


证 明 由 数学 归纳 法 与 定理 6 


> J 
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成 立 . 
而 要 证 明 等 式 成 立 , 由 数学 归纳 法 , 仅 需 就 ==2 的 情形 证 明 即 可 . 事实 上 ， 
mm" (TN (E, UE;,))=m’(TN (Ei UE;) NE, )+m’* (Tf CEUE;,) NE 


=m’* (TNE,) +m'(TNE,). 
定理 7 若 {E,)>1 为 民 中 可 数 个 可 测 集 , 则 EE, 与 门 EE, 均 可 测 , 且 当 (E) 关 , 互 不 相 


交 时 ,对 任意 TC R" ,都 有 
m’(TN (U 融和 = Dm TNE,). 


特别 地 ,有 
m(U E,) 至 mE. 


证 明 由 德 . 摩根 公式 与 定理 5(1)， 只 需 证 明 LE 可 测 即 可 . 


因为 UE 一 UA 其 中 ,= 已- 品 已 , 且 和 ni 一 以 Giz 六 ,由 定理 6 及 其 推论 知 
A; (i 二 1,2,…) 均 可 测 . 故 仅 需 就 {E;)>1 互 不 相交 的 情形 证 明 即 可 . 
因为 对 任意 正 整数 k,U E,; 可 测 ,所 以 对 任意 TCR", 总 有 
mT =m"(TN UE)+a" (TN < 
>m’(TN( UE))+m’'(T n(UE UE) C Us 


a Fi 尺 门 瑟 :) 十 坑 (rN(UE | 


令 co, 得 
m’T> Pm (TNE)+m: (rn(UE ) (3.9) 
>m(Tn(UE))+m(rn(UE) ) 
另 一 方面 ,由 于 T= (Tn(UE))U(T (UE) ) ,所 
mTso(Tn(UE))+m(rn(UE) ) 


综 上 ,有 


§3.1 勒 贝 格 测度 


于 是 UE, 可 测 . 
将 (3. 9) 式 中 的 T 用 TN (UE E, ) 代 替 , 由 TN( UE))NE-TNE,, 得 
而 由 外 测度 的 次 可 数 可 加 性 ,有 
m(TN(UE a Pm “(TNE,). 
因此 
m"(TN(U E) )= Dm TNE,). 
特别 地 , 取 T= R" ,得 


m(U 成 | 二 DmE 
定理 8 设 已 (i 一 1,2,…) 是 单调 递增 的 可 测 集 序列 , 则 limE,( = UE ) 可 测 , 且 对 任 
意 TCR" ,有 
7 (TNlimE:)=limm" (TNE:;). 
特别 地 ,有 


m limE.; = limmE.. 


证 明 因 E;(i 二 1,2,…) 均 可 测 , 量 limE. = UE, 故 由 定理 7, limE. 可 测 . 令 E,=%,， 


A; 二 EF; 一 Ei 1;, 则 A; (i 二 1,2,…) 为 互 不 相交 的 可 测 集 , 且 
Us= Us, =U 
于 是 ,再 由 定理 7, 对 任意 TCRe ,有 加 
m CTndinE))=m(Tn Nn(UA 川 )= Pm (TNA) 


= tim Dm (TNAD= limm’(TN (UA Ai)) 


1 


一 = limm* (TNE,). 
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m limE: = limmE.. 
定理 9 设 E (i 一 1,2,… ) 是 单调 递减 的 可 测 集 序列 , 则 limE,( 一 们 已) 可 测 , 且 对 要 
中 任意 满足 m*T< 十 oo 的 工 ,都 有 
mTNNlimE;)=limm" (TNNE:). 
特别 地 ,车 存在 20 ,使 mE; 所 十 co , 则 
m limE; = limmE.. 
证 明 因 E,(i=1,2,…) 均 可 测 , 且 limE, 一 站 E;, 故 由 定理 7,limE; 可 测 . 
因为 E; (i 二 1,2,… ) 均 可 测 , 由 集合 可 测 的 定义 ,对 任意 TCR" ,有 
mT=m’* (TNE,)+m’* TNE:). 
又 因为 za"*T< 十 ce ,所 以 
7 (TNE)=m’T—m’ (开门 下 ;)， 
当 ;一 ce 时 , 取 极 限 得 
im 了 工 们 已 ) 一 并 一 limm (TNE:) 
E:)) 1 eg 
单调 递增 及 定理 8 
总) 】 (二 入 二 和 


UD EE: a 


-Tt 
(mn 


2 


et le 
=m" (TlimE.). 
特别 地 , 取 工 一 已 , 便 得 
m limE. = limmE,. 
注意 : 本 定理 中 “存在 ji ,使 mE; .一 十 co 的 条 件 是 不 可 缺少 的 ， 例如 , 取 瓦 ,一 (十 co) 
(i 二 1,2,…), 则 {EE; }=, 是 单调 递减 的 可 测 集 序列 ， 且 mE; 王 十 ce lim 一 好, 而 
bam ton line 


习 题 3.1 


1. 简 答题 ; 
(1) 设 A 是 可 数 集 ,FE 是 不 可 测 集 ,ANnE 是 可 测 集 还 是 不 可 测 集 ? 为 什么 ? 


$3.1 勒 贝 格 测度 


(2) 设 P 是 康 托 尔 集 ,EE 是 不 可 测 集 ,PE 是 可 测 集 还 是 不 可 测 集 ? 为 什么 ? 

(3) 车 A 为 无 界 可 测 集 , 是 否 一 定 有 mA 一 十 co? 

(4) 若 {4, } 亿 ;是 单调 递减 的 可 测 集 序列 ,是 否 一 定 有 mm limA, 一 limmA,? 

(5) 若 {A, } 亿 ,是 单调 递增 的 可 测 集 序列 , 是 否 一 定 有 mm limA, 一 limmA,? 

(6) 车 ACB, 且 A 关 B, 是 否 一 定 有 mm*A<=m'B? 

(7) 车 A 是 R" 中 的 可 测 集 , 则 A 的 任 一 子 集 均 可 测 吗 ? 

(8)“ 可 数 个 测度 为 零 的 集合 之 并 可 能 是 可 测 集 也 可 能 是 不 可 测 集 "这 句 话 是 否 正确 ? 
(9) 车 巨 为 R 的 真子 集 , 且 mE>>0,E 中 是 否 一 定 含有 区 间 ? 

(10)“ 若 ACE, 且 已 是 不 可 测 集 , 则 A 一 定 也 是 不 可 测 集 ” 这 句 话 是 否 正确 ? 


(11) 设 {E,} 交 ;为 单调 递减 的 可 测 集 序列 ,mEE, 一 十 oo (一 1,2,…), 站 E, 的 测度 一 定 
不 为 零 吗 ? 

2. 举例 说 明 两 个 不 可 测 集 的 并 、 交 、 差 既 可 能 是 可 测 集 ,也 可 能 是 不 可 测 集 . 

3. 已 知 m"A 一 0,B 是 不 可 测 集 ,证 明 : ANB 一 定 可 测 ,AUB 一 定 不 可 测 . 

4. 若 E 尖 外 , 且 书 一世, 证 明 : EE 为 可 测 集 . 

5. 设 A,BC R" 均 为 可 测 集 . 

(1) 证 明 : m(AUB) 十 m(A 门 B)==mA 十 mB; 


(2) 设 m(CAUB)=2, 且 mA 一 也 ,mB 一 1, 求 m(ANB); 


(3) 设 A,B 均 为 闭 区 间 [L0,1j 的 可 测 子 集 , 且 mA 一 子 wmB 一 方 , 试 估计 m(ANB) 的 取 


值 范围 . 

. 若 下 是 有 界 集 , 证 明 : m*E<= 十 cco. 

. 证 明 : 康 托 尔 集 的 测度 为 0. 

. 设 ECR 为 有 界 集 ,m' 瑟 >0, 证 明 : 对 任意 c (0 过 c 过 m*E) ,存在 忆 CE, 使 m*Ei==c. 
. 设 Si,S:，…,S; 为 互 不 相交 的 可 测 集 ,E;CS; (j= 二 1,2,…,i) ,证 明 : 


m"( U E,) Ce ye 
10. 设 {E;) 芋 为 R" 中 的 可 测 集 序列 ,证 明 : 
GD limE, 与 TIGE, 均 可 测 ; 
(2) m (limE, )<limmE,; 


‘OO oo OD 


(3) 车 m( UE)<+oo, 则 HmmE.<m (lmE.); 
d= i>o0 oo 
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(4) 若 > ,mmE, <+co, 则 mlmE,) 一 0. 
3 一 1 有 


11. 设 {E)221 为 "中 的 可 测 集 序列 , 且 m( UU E;) 二 十 %o, 令 ElimE,, 证 明 : 


mE=limmE:. 
12. 设 EC[0,1] 为 可 测 集 ` 且 mE==1, 证 明 : 对 任意 可 测 集 ACT[0,1], 都 有 
m(EMMMA)=mA. 
13. 设 {E;)21 为 闭 区 间 [0,1] 中 的 可 测 集 序列 ,mE; 二 1(i 二 1,2,…) ,证 明 : 
m( (NE)=L, 


§ 3.2 ”可 测 集 类 与 可 测 集 的 构造 


上 一 节 我 们 介绍 了 可 测 集 的 概念 ,并 研究 了 可 测 集 的 一 些 性 质 , 即 可 测 集 关 于 交 、 并 、 差 
及 极限 运算 的 基本 性 质 . 本 节 我 们 探讨 在 常见 的 集合 中 究 竞 哪 些 是 可 测 的 以 及 可 测 集 的 结 
构 问 题 . 


一 、 博 雷 尔 集 的 可 测 性 


以 卡拉 泰 奥 多 里 条 件 为 标准 ,点 集 分 为 可 测 集 与 不 可 测 集 两 大 类 . 这 一 点 集 分 类 的 标准 
是 否 合适 呢 ? 如 果 这 个 标准 不 能 保证 区 间 的 可 测 性 ,那么 这 个 标准 是 不 合适 的 .事实 上 ,我 
们 可 以 证 明 R" 中 的 任意 区 间 都 是 可 测 的 . 为 此 ,首先 证 明 如 下 引 理 : 
引 理 设 A 与 B 是 R" 中 的 两 个 点 集 .车 po(A,B)= 二 4 之 0, 则 
m’*(AUB)=m’*A+Tm’B. 
证 明 由 外 测度 的 基本 性 质 , 有 m*(AUB) 达 m*A 十 m*B, 故 仅 需 证 明 
m’ (AUB)m’*At+m’B. 
车 m"(AUB) 二 十 co, 结论 显然 成 立 . 
车 m*(AUB)<= 十 吕 , 由 外 测度 的 定义 ,对 任意 e 二 0, 存 在 开 区 间 列 {1;)2i ,使 


AUBCIJI, 有 DL|<m’ (AUB)+e. 
i=] 一 


考查 I; 这 些 开 区 间 . 如 果 1; 中 只 含有 AA 的 点 或 只 含有 B 的 点 , 则 保留 五. 若 不 然 , 因 为 
m"(AUB)<= 十 ,可 将 分解 成 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 K; (j 二 1,2,… ,mi), 且 这 些小 
区 间 的 直径 都 小 于 d. 显然 


| 五 | 三 > [Ks |: 
j=1 


$3.2 可 测 集 类 与 可 测 集 的 构造 


因为 Ka ,… ,Ki 的 2nm; 个 边界 都 是 2 一 1 维 空间 恨 "中 的 点 ,因而 在 恨 "中 都 是 零 
测度 集 . 因为 每 一 个 边界 都 是 RR- :中 的 闭 集 , 且 Ki ,Kw,…,Ki, 的 直径 都 小 于 & ,所 以 它们 
的 每 个 边界 Fa ,Fis ，… ,Fi,zum 或 者 只 含有 A 的 点 ,或 者 只 含有 B 的 点 ,因而 有 R" 中 开 区 间 
Li; ,使 FCL,L; 中 只 含有 A 的 点 或 只 含有 B 的 点 , 且 


| 六 | 二 元 


(5 二 1,2，…，272772; ) . 


这 样 ,覆盖 天 1 天， ,Ki 区 二 个 边界 的 2nm; 个 开 区 间 ' Es wl s: “= Ls, vi 满足 


2nm 
i 


之 |L; | 去 言 . 将 所 有 保留 下 来 的 7;, 改 造 某 些 1; 而 得 到 的 开 区 间 天。, 以 及 覆盖 K。 边界 的 
Leg 全 部 取 来 ,得 到 可 数 个 开 区 间 , 记 为 {J。 六 1; 则 
AUBCULCU],, 


和 | Fs = 忆 Iil+ 如 = m’'(AUB)+ 2e. 


对 于 开 区 间 列 {J。 ) 二 ,它们 中 的 每 一 一 个 或 者 只 含有 A 的 点 ,或 者 只 含有 B 的 点 ,或 者 直 
径 小 于 d, 因 而 它们 中 的 每 一 个 都 不 能 既 含 有 A 的 点 又 含有 B 的 点 .将 {J )*-! 分 为 两 组 : 


IY We ss ies Uy (2) Je afp sm Ui DB. 


则 
mA+m'B<O I+ 2 |= 2 |,|<m’(AUB)+2e. 
Ai k=1 m= 1 
由 e>0 的 任意 性 ,得 
mA++m’*BZm*(AUB). 

综 上 ,有 m*(AUB)==m*A 十 m’*B. 

定理 1 R" 中 的 任何 开 区 间 了 都 是 可 测 的 ,并 且 mI= |1|. 

证 明 设 I={x=(zi,z2, ,1) [0 过 zi 达 di,i 二 1,2,…,n). 由 外 测度 的 基本 性 质 ,对 
任意 TCR", 有 

mT<m TND+m (开门 大) 

故 只 需 证 明 mr*T 宇 m* (TMNT7D) 十 m*(TNMT). 令 


I EE (Xi ri a Bn) cz.<d 一 了 sl,2 en (k=1,2,.…) 9 


则 J%CIG=1,2,…), 且 当 充 分 大 时 ,1% 关 ,pC1* ,了 1) 一 二 之 0. 


又 因为 TNIYCI®,TNICT, 所 以 
oTNI®, TNT)>0. 
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由 引 理 ,得 
mTE2m TN CTYUT))=m TNI?)+m TNI). 
上 式 两 边 当 k->oo 时 取 极限 ,因为 limm*《TN1® ) 一 m*(TN 了 D ,所 以 
m’*T>m (TND+m’ TNTI). 
下 面 证 明 limm*(TN1® )==m*(TND. 事 实 上 ， 
TNI=TN (COI) UI)=(TN OI DU TNI®), 
故 
mTNDSm TN TI ) +m TNI® )， 
从 而 : 
om TND—m TN I )<m TN SI ) ) 雪 元 "CT 一 TO )， 
而 zw (I 一 J)->0 (k 一 00), 因 此 
limm" (TAI® ) =m (TND. 
综 上 ,有 
mT=m* (TND+m(TNI), 
即 开 区 间 了 可 测 , 且 mI=m*I=|1|. 
注意 : R" 中 的 任何 区 间 1( 闭 的 或 半 开 半 闭 的 ) 都 是 可 测 的 , 且 mI= |T|. 事实 上 ,R" 中 
的 任何 区 间 了 与 其 相应 的 开 区 间 1° 至 多 相差 22 个 R" 中 一 1 维 的 区 间 , 而 RR" 中 的 n 一 1 维 区 
间 的 测度 为 零 ,因此 mI==m*I= |1|. 
因为 R" 中 任意 非 空 开 集 均 可 表示 为 可 数 个 互 不 相交 的 左 开 右 闭 ( 或 左 闭 右 开 ) 区 间 的 
并 ,由 博 雷 尔 集 的 定义 及 可 测 集 的 性 质 并 利用 定理 1, 可 得 : 
定理 2 R" 中 的 博 雷 尔 集 都 是 可 测 集 . 特别 地 ,G; 集 与 下 , 集 都 是 可 测 集 . 


二 、 可 测 集 的 构造 


定理 2 证 得 R" 中 的 博 雷 尔 集 都 是 可 测 集 , 我 们 自然 会 提出 疑问 : 可 测 集 是 否 都 是 博 雷 
尔 集 ? 回答 是 否定 的 ! 事实 上 ,不 是 博 雷 尔 集 的 可 测 集 的 数量 比 博 雷 尔 集 的 数量 多 得 多 . 那 
么 一 般 的 可 测 集 与 博 雷 尔 集 究竟 有 多 大 差别 ,二 者 的 关系 是 什么 样 的 ? 下 面 的 几 个 定理 说 
明了 它们 之 间 的 关系 . 

定理 3 设 ECR", 则 存在 G 集 G ,使 CD 已 , 且 mG=m’E. 

证 明 由 外 测度 的 定义 ,对 任意 正 整数 &, 存 在 开 集 G, 汪 ,使 


mGh<mE 十 元， 


令 G= 人 站 Gc,, 则 G 为 G, 集 ,GDE, 且 


k=1 


$3.2 可 测 集 类 与 可 测 集 的 构造 


mr BE<mG<mE 二 元 


由 的 任意 性 , 知 mG 二 mE. 
定理 4 设 EC R" 为 可 测 集 , 则 存在 G; 集 G, 使 GDE, 且 mm(G 一 E)=0. 
证 明 (1) 车 mE 二 十 %2, 由 定理 3 及 m(G 一 EF) 二 mG 一 mE, 结 论 成 立 . 
(2) 若 mmFE= 十 cc, 则 瑟 是 无 界 集 . 将 巨 分 成 可 数 个 互 不 相交 的 有 界 可 测 集 的 并 : 


E= UE,, 其 中 Ei 可 测 , 且 mE 过 十 oo (一 1,2,…), 任 取 s 之 0, 由 定理 3 的 证 明 过 程 ,可 知 
, 则 G 是 开 集 ,GD 已, 且 


对 任意 AGEZ+ ,存在 开 集 Gi: 汪 Ei ,使 m(G:— E,)<= 6G= Ua, 


于 是 
m(G—E)< Dm(G.—E)< ») pe 
k=1 


k=1 


依次 取 s 一 地 (i 一 1,2,…) ,相应 地 存在 开 集 G, 使 ECG,, 且 


m(G,—E)<=. 


G= 门 G， 则 G 是 G; 集 ,ECG, 且 
m(G—E)<m(G,—E)<= (i=1,2,.…). 


于 是 m(G 一 E) 二 0, 定 理 得 证 . 
定理 5 设 ECR” 为 可 测 集 , 则 存在 Ff, 集 下 ,使 FCE, 有 mm(E 一 F)==0. 
证 明 因为 玉 为 可 测 集 , 所 以 EF 也 为 可 测 集 . 由 定理 4, 存 在 G; 集 G, 使 GDE', 且 

m(G—E’)=0. 
今 FF==G', 则 下 是 F, 集 .由 GDE', 得 GCE, 即 FCE, 且 
m(E—F)=m(ENF)=m(ENMNG)=m(GN (E')') 
=m(G—E:’:)=0. 
由 定理 4, 定理 5 及 可 测 集 的 性 质 , 易 得 下 述 结论 成 立 
定理 6 设 ECR", 则 下 述 命题 等 价 : 
(1) 下 可 测 ; 
(2) 存在 FF, 集 F 及 零 测 集 N ,使 E=FUN; 
(3) 存在 零 测 集 e, 使 EUe 为 G; 集 ; 
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(4) 存在 G; 集 G 及 F, 集 下 ,使 FCECG, 有 征 m(G 一 F)==0. 
习 题 3.2 


1. 车 mE==0, 是 否 一 定 有 mE==0 成 立 ? 
2. 设 开 集 G1 是 开 集 Gs 的 真子 集 ,证 明 : mG 二 mG;. 
3. 在 闭 区 间 [0,1] 中 作 一 个 测度 大 于 零 的 无 处 稠密 的 完备 集 ,进而 证 明 存 在 开 集 G, 使 
mG>mG. 
4. 设 EC R" ,证明 : EE 可 测 当 且 仅 当 对 任意 给 定 的 正 数 e, 都 存在 开 集 G 必 E 和 闭 集 
FCE, 使 m(G 一 F)<e. 
5. 设 EC R" 为 闭 集 ,证 明 : 存在 完备 集 FCE, 使 mF=mE. 


33.3 乘积 空间 


在 p 维 欧 氏 空 间 R? 与 g 维 欧 氏 空间 民 " 中 都 存在 可 测 集 .本 节 介 绍 高 维 空间 中 点 集 与 低 
维 空间 中 点 集 的 可 测 性 及 测度 之 间 的 关系 ,为 讨论 勒 贝 格 积分 中 的 高 维 积分 与 低 维 积分 的 
关系 作 准 备 . 

首先 回忆 集合 笛 卡 儿 乘 积 的 概念 , 它 是 通过 低 维 空间 的 点 集 得 到 高 维 空间 中 的 点 集 的 
有 效 方 法 . 

定义 1 设 A,B 是 任意 两 个 集合 , 称 集合 

{(z,y) |rzEA,yEB;} 

为 A 与 B 的 笠 卡 儿 乘积 , 记 做 AXB. 

例如 , 设 A=B=(0,1), 则 AXB={(z,y)|zE (0,1),yE€ (0,1)) 为 开 单位 正方 形 . 设 
A 二 R*,B 二 R', 则 AXB={(zx,y)|zxE R*,yE R'}) 为 p 十 g 维 空间 R?1. 

笛 卡 儿 乘 积 具 有 以 下 性 质 

定理 1 (1) 若 ACB, 则 AXCCBXC. 

(2) 若 ANMmB= 名 , 则 (AXC)N 由 (BXC)=2. 


(3) (UA;) xB=U AxB). 
(MNAi)xB=[ (AixB). 

5) (Ua)x (UB,)=UU axB,). 
(na)x(na)=nneaxay 


(4) 


(6) 
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(7) 车 所 CR?,F;CR’ 均 为 闭 集 , 则 FXF; 为 民生 "中 的 闭 集 ; 若 GiCR?,GsCR’ 均 为 
开 集 , 则 Gi XG 为 民生" 中 的 开 集 . 

利用 集合 包含 与 相等 的 定义 容易 证 明 上 述 结论 . 

为 了 从 高 维 空间 中 的 点 集 得 到 低 维 空间 中 的 点 集 , 我 们 需要 引入 截 口 的 概念 . 

定义 2 设 ECR?™,zo€ R?, 称 R' 中 的 点 集 

E, ={yER’|(zo,y)EE}) 

为 E 在 x。 处 的 截 口 ,或 以 超 平面 x 二 xo 截 记 的 截 口 . 

同样 可 以 定义 正在 yoER* 处 的 截 口 : 

E»={rER’|(x,y) EE). 

例如 , 设 E 为 平面 上 的 单位 开 圆 , 即 EE 二 {zx,y) | 十 过 1),zo€E (0,1), 则 在 zx。 处 
的 截 口 为 开 区 间 ( 一 Vi 一 zi ,V1 一 zi ). 

截 口 具有 以 下 性 质 : 

定理 2 (1) 若 ACB, 则 A,CB,; 

(2) 车 ANMmB=B, 则 A, 门 B,==2; 

(3) (Ua;) = U (A)。， (站 4) = 1 CA js 

(4) (A—B),=A,—B,. 

利用 截 口 的 定义 与 集合 包含 、 相 等 的 定义 容易 证 明 上 述 结论 . 

下 面 两 个 定理 揭示 了 高 维 空间 中 点 集 的 可 测 性 和 测度 与 低 维 空间 中 点 集 的 可 测 性 和 测 
度 之 间 的 关系 . 

定理 3 设 ECR?' 为 可 测 集 , 则 

(1) 对 几乎 所 有 的 XE R? (或 yER?),E,( 或 户 ) 均 为 R'( 或 R*) 中 的 可 测 集 ; 

(2) 测度 函数 mE, (或 mE) 为 R* (或 R") 中 处 处 有 定义 的 可 测 函 数 . 

注意 : 由 于 定理 3 的 证 明 过 程 较为 复杂 ,这 里 我 们 不 作 要 求 . 证明 思路 为 : 先 证 巨 为 
民生 ?中 的 区 间 时 结论 成 立 ,再 证 王 为 民生 * 中 的 开 集 、 零 测度 集 ` 有 界 可 测 集 时 结论 成 立 , 最 
后 证 为 R*“ 中 的 一 般 可 测 集 时 结论 成 立 . 

定理 4 设 A,B 分 别 为 R* 与 R' 中 的 可 测 集 , 则 C=AXB 为 R*™“* 中 的 可 测 集 , 且 

mC=mA XmB. 
注意 : 该 定理 相当 于 勒 贝 格 测度 意义 下 的 矩形 面积 公式 . 证 明 从 上 略 . 


习 题 3.3 


1. 在 限 :中 作 一 个 开 集 G, 使 mG* 盖 0. 
2. 设 EC R**™ 为 博 雷 尔 集 ,证 明 : 对 任意 zxER* 及 yER" , 截 口 EE, 与 成 都 是 博 雷 尔 集 . 


本 章 介绍 建立 勒 贝 格 积分 的 又 一 理论 基础 一 一 勒 贝 格 可 测 
地 数 . 这 类 函数 比 连续 函数 类 更 广泛 , 它 包 括 连续 函数 ,对 于 函数 
的 四 则 运算 是 封闭 的 . 可 测 函 数 类 与 连续 函数 类 的 本 质 区 别 在 
于 : 前 者 对 于 极限 运算 是 封闭 的 ,而 后 者 对 于 极限 运算 不 封闭 . 因 
此 ,对 于 勒 贝 格 可 测 函 数 所 建立 的 勒 贝 格 积分 理论 拓展 了 黎 曼 积 
分 理论 的 研究 范畴 ,在 理论 和 实际 中 的 应 用 也 更 加 广泛 . 本章 首 
先 给 出 勒 贝 格 可 测 函 数 的 定义 ,并 研究 其 简单 性 质 ;其 次 探讨 可 
测 函 数 与 连续 函数 之 间 的 关系 ,并 揭示 可 测 函 数 的 结构 . 为 了 深 
入 理解 可 测 函 数 , 本 章 最 后 介绍 可 测 函 数列 的 几 种 不 同类 型 的 收 
化 及 其 相互 关系 . 

可 测 函 数 是 广义 实 值 函 数 , 其 定义 域 为 R" 中 的 可 测 集 , 取 值 
于 区 "二 RU{ 十 co, 一 ceo}. R" 中 广义 实数 (在 不 引起 歧义 的 情况 
下 也 简称 为 实数 ) 的 运算 规定 如 下 (其 中 4aER): 

(1) (十 eo) 十 (十 oo) 二 十 co, (一 00) 十 (一 2) 二 一 00; 

(2) a 十 (十 5) 二 十 co, a 十 (一 00) 二 一 00; 


(3) a (二 20) 二 (二 05》。 4 一 二 一 十 oo (a0) 


(4) aa (十 09) 寺 (十 565) a 二 干 ce (a<=<0); 


a 
(0% CF oY Coo (Go) sn (om) rt os 
CO) Ch GOD (HOO) (Cr ONY (oo er pe 
(7 0 
下 列 运算 没有 意义 : 
《二 ee) 一 (十 se)，( 士 ee) 二 (4 平 o)， 0。(0 击 se)，( 二 cey。0， 
oo 二 的 二 


0 》 个; 土 co? Te 
方便 起 见 , 在 不 引起 混 消 时 ,本 书 中 的 民 " 也 记 为 民 . 
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$4.1 可 测 函 数 的 概念 及 其 简单 性 质 


一 、 可 测 函 数 的 概念 


在 定义 勒 贝 格 积分 时 ,需要 对 可 测 集 进行 可 测 分 划 . 为 此 ,必须 保证 对 任意 实数 a， 
EL f 这 aj 均 为 可 测 集 .我 们 把 满足 上 述 条 件 的 函数 称 为 可 测 函 数 . 

定义 1 设 jz) 是 定义 在 可 测 集 ECR" 上 的 函数 . 如 果 对 于 任意 实数 ao, EL 记 >aj] 都 可 
测 , 则 称 f(x) 为 玉 上 的 可 测 函 数 ,或 者 说 f(z) 在 上 可 测 , 其 中 

E[f>al= {zr|zr€EE,Hf(r)>a)}. 

注意 : 因 零 测 集 的 任意 子 集 均 为 零 测 集 , 故 定 义 在 零 测 集 上 的 函数 一 定 为 可 测 函 数 ， 

例 1 设 f(x) 为 闭 区 间 La,bj 上 的 连续 函数 ,证 明 : f(z) 在 La,5] 上 可 测 . 

证 明 由 数学 分 析 中 闭 区 间 上 连续 函数 的 最 值 性 定理 , f(z) 在 ==[a,65] 上 可 取得 最 小 
值 mm 与 最 大 值 M. 于 是 ,对 任意 实数 a, 有 

人 好， a 之 M， 


E[f>al={ Ur, m<e<M, 
E, a=m,， 
其 中 CE (i 一 1,2,…) 是 依赖 于 w 的 互 不 相交 的 左 开 右 闭 的 区 间 , 它 们 是 可 测 的 . 这 是 因 
为 当 w<a<M 时 ,E[f>>a] 是 开 集 ,而 由 $2.6 的 定理 9, 此 开 集 可 表示 为 左 开 右 闭 区 间 工 
之 并 山 工 . 故 E[f>a] 为 可 测 集 ,从 而 (zx) 为 [a,6] 上 的 可 测 函 数 . 
可 将 定义 1 中 的 “” 换 为 二”,“<” 或 “<”, 即 有 下 面 的 定理 成 立 . 
定理 1 设 /(z) 是 定义 在 可 测 集 EC R" 上 的 函数 , 则 下 述 命题 等 价 : 
(1) 了 是 EE 上 的 可 测 函 数 ; 
(2) 对 任意 实数 a,ELf 之 a] 是 可 测 集 ; 
(3) 对 任意 实数 a,E[f<aj 是 可 测 集 ; 
(4) 对 任意 实数 4a,E[f<aj 是 可 测 集 . 
证 明 因为 对 任意 实数 a, 有 
E[f>a]= 门 E|f>a- 志 |， 
E[f<a]=E—E[ fa], 
ELf/<aJ= NE[f<a+t 诗 ]， 
Elf2>al=E=—EL fa]s 
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所 以 (1)=>(2)=>03)=5 4)=>(1). 

推论 设 f(z) 是 定义 在 可 测 集 EC R" 上 的 可 测 函 数 , 则 对 任意 实数 a,5 (a 二 0b)， 
E[a<f<5],EL[f 一 a],E[f= 十 %0] 与 E[f== 一 oj] 均 为 可 测 集 . 

证 明 ”因为 


车 


[a</f<0]=ELf Fa ELf>0], 
[f=aj]=ELfZa]—ELf>a], 


Hy 


E[f=+o0]= /ELf>&], 


EL = on]=| | ELF =%] 

由 定理 1 ,结论 成 立 . 
例 2 设 f(z) 为 闭 区 间 [a,6] 上 的 单调 函数 ,证 明 : f(z) 在 [a,6J 上 可 测 . 
证 明 不 妨 设 f(z) 在 La,5] 上 单调 递增 ,单调 递减 的 情况 同 理 可 证 . 
这 里 二 La,b]. 因为 对 任意 实数 c, 有 


净 ， cB), 
E[ fc]=4 Lint(z| f(z)2c},6], f(a)<efD), 
FE, c<f(a), 


所 以 ELf 宇 c] 为 可 测 集 ,从 而 f(x) 为 La,6] 上 的 可 测 函 数 . 

由 于 实 变 函 数论 课程 所 考虑 的 函数 是 茹 中 一 般 点 集 上 的 函数 ,为 了 研究 连续 函数 与 可 
测 函 数 之 间 的 关系 ,现在 将 数学 分 析 中 连续 函数 的 定义 加 以 扩充 . 

定义 2 设 /(z) 是 定义 在 ECR”" 上 的 函数 ,zxoEE. 若 对 f(zxo) 的 任意 邻 域 NCFCzo ) )， 
总 存在 z 的 某 邻 域 NCzo) ,使 fCNCzxo) 站 EY)CNCfCzo)), 则 称 f(z) 在 点 zu 处 连续 . 如 果 
f(z) 在 EE 中 的 每 一 点 处 都 连续 , 则 称 f(x) 是 玉 上 的 连续 函数 . 

定理 2 若 jz) 为 可 测 集 EC R" 上 的 连续 函数 , 则 其 在 集合 已 上 一 定 可 测 . 

证 明 由 可 测 函数 的 定义 ,只 需 证 得 对 任意 实数 <c,E[LA>a] 均 为 可 测 集 . 

任 取 zEE[f 之 a]j, 存 在 zz 的 某 个 邻 域 NC(z), 使 N(xz) 站 ECE[f 这 a]. 令 

G= UU Nz), 


TE E[ />a] 


则 G 是 开 集 , 且 
GNE=( 由 Nm Ca 本 所 下 /ao 


EEL/> E[ /> 


男 一 方面 ,因为 zE N(xz), 故 E[f 之 a]CG. 于 是 当然 有 E[f 之 a]CGNE. 
综 上 ,ELf 之 aj 二 GNE 为 可 测 集 ,因而 f(z) 为 上 的 可 测 函 数 . 
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二 、 可 测 函 数 的 性 质 


可 测 函 数 与 连续 函数 性 质 上 的 本 质 区 别 在 于 : 连续 函数 序列 的 极限 函数 未 必 是 连续 函 
数 ,而 可 测 函 数 序列 的 极限 函数 仍 为 可 测 函 数 . 这 就 使 得 勒 贝 格 积分 在 与 极限 交换 次 序 方面 
变 得 更 灵活 . 

定义 3 设 r(z) 是 一 个 关于 点 集 瑟 上 的 点 二 的 命题 . 如 果 点 集 正 上 使 (z) 不 成 立 的 
点 所 构成 的 集合 的 测度 为 零 , 则 称 x(z) 在 已 上 几乎 处 处 成 立 , 记 为 x(z)a.e. 于 开 . 

定理 3 如 果 f(z) 和 g(x) 在 可 测 集 E 上 几乎 处 处 相等 ( 即 f(x) 二 g(x)a.e. 于), 则 
它们 在 EE 上 的 可 测 性 相同 . 

证 明 ”由 已 知 ,mE[f 关 gj] 二 0. 因此 ,对 任意 实数 a,E[f 之 a] 与 E[g 之 a] 最 多 只 相差 
一 个 测度 为 零 的 点 集 , 所 以 二 者 的 可 测 性 相同 ,从 而 了 与 g 在 EE 上 的 可 测 性 相同 . 

今后 在 研究 函数 的 可 测 性 时 ,将 几乎 处 处 相等 的 函数 看 成 同一 个 函数 . 

定理 4 (1) 设 f(x) 是 ECR”" 上 的 可 测 函 数 ,E。 是 的 可 测 子 集 , 则 f(x) 也 是 E。 上 
的 可 测 函 数 ; 


(2) 车 f(x) 在 每 个 ECR"* 上 均 可 测 (i 二 1,2,…,m;m 取 有 限 值 或 十 oo),E= UE, 则 
f(z) 在 上 也 可 测 . 


E[f>a]l=UE[Lf>a], 
故 结论 (2) 成 立 . 
定理 5 设 /(z) 与 g(x) 均 为 可 测 集 ECR”" 上 的 可 测 函数 , 则 
(1) 对 任意 常数 c,cf 在 其 有 意义 的 的 子 集 上 可 测 ; 
(2) jg 在 其 有 意义 的 五 的 子 集 上 可 测 ; 
(3) fg 在 其 有 意义 的 E 的 子 集 上 可 测 ; 
(4) f/g 在 基 有 意义 的 EE 的 子 集 上 可 测 ; 
(5) | 了 | 在 E 上 可 测 . 
证 明 (1) 若 c=0, 令 EE 二 EL|f| 二 十 oj], 则 在 E 一 E。 上 ,cf 有 意义 , 且 cf 寺 0. 由 定 
义 , 易 知 cf 在 EE 一 E。 上 为 可 测 函 数 .车 天 0, 则 对 任意 实数 <, 有 
B| fe |; es0; 
Elcf a|= 
BF | c=>0. 
由 f(z) 的 可 测 性 , 知 Ef[cf>a] 为 可 测 集合 ,从 而 cf 在 玉 上 可 测 . 
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(2) 十 g 在 杞 =(CELfF 一 二 co]mE[s= 一 co])UCGEL 二 一 cmnmE[s 一 十 co]) 上 
无 意义 ,因此 f 十 g 的 定义 域 是 Ei 一 E 一 E,, 其 为 玉 的 可 测 子 集 . 令 Es 二 Ei[g= 十 0]， 
E, 二 Ei[Lg 二 一 oo]. 由 定理 1 的 推论 及 g(zx) 的 可 测 性 , 知 E; 与 下: 均 为 可 测 集 , 且 在 EF, 上 ， 
f 十 g 二 十 oo, 在 BE 上 ,f 二 +g 圭一 00. 由 可 测 函 数 的 定义 , 知 f 十 g 在 E 与 E 上 均 可 测 . 令 
,一 EE 一 Es 一 E;, 则 E, 为 可 测 集 .下 证 fg 在 E, 上 也 可 测 . 把 全 体 有 理 数 写成 无 穷 序列 : 
Q= {nyr, ,Ti }, 
则 对 任意 实数 a, 有 


El[fig>al=E, [f>a—8]= UE, [fr>a—#] 


=U ELf>nINE Le>a-r]). 
故 EE [f 十 g 之 aj 可 测 , 结 论 成 立 . 
(3) 首先 证 明 产 (z) 在 巨 上 可 测 .事实 上 ,对 任意 实数 wa, 有 


FE a E = | a 宇 0， 
pcpsa [LIVEL ,oo 


由 f(z) 在 上 可 测 , 知 EL 反之 a 为 可 测 集合 ,所 以 广 (z) 在 下 上 可 测 . 
又 因为 


可- > 
由 (1),(2) 及 f?,g’ 可 测 , 知 fg 在 其 有 意义 的 E 的 子 集 上 可 测 . 


(4) 首先 证 明志 在 ELg 取 0] 上 可 测 . 事实 上 ,对 任意 的 实数 a, 有 


E[g< |NELg>0], a>0, 
下 二 >e|- E[lg>0]—Elg= 二 co ]， a=0， 
E[g>o]UE[s< 二 |]， a<0. 


由 g(z) 在 巨 上 可 测 , 知 E[ 志 >>a | 可 测 ,从 而 二 在 E[g 关 0] 上 可 测 . 


又 因为 =f 十 ,由 (3) 知 结论 成 立 . 


(5) 对 任意 实数 a, 有 


E 2 U SS 9 之 0， 
stl = aJULf<—a] a 


由 f(z) 在 上 可 测 , 知 E[ | 了 | 二 4] 为 可 测 集 ,从 而 | f| 在 E 上 可 测 . 


$4.1 可 测 函 数 的 概念 及 其 简单 性 质 


定理 6 设 {fi(z))l 是 上 的 可 测 函 数列 , 则 
(1) (f(z)) 宪 1 的 上 确 界 函 数 
Lz)—sup(fi C7) ,far) se fr lr) se) (= supfr (7)) 
为 下 上 的 可 测 函 数 ; 
(2) {fi(z)}) 从 1 的 下 确 界 函 数 
Uz) inf( fi Cz), fa CT) se, f(T),} (inffi lz)) 
为 上 的 可 测 函 数 ; 
(3) {fi(z)) 疾 :的 上 极限 函数 mf (zx) 二 inf (supf。(x)) 与 下 极限 函数 lim f(x) 一 
sup (inffm(z) ) 均 为 上 的 可 测 函 数 ; 
(4) 如 果 limfi(z) 二 limf(z) ,那么 ( 产 (z)} 全 :收敛 , 且 其 极限 函数 Flay(=—limfi(z)= 
limfi(z)) 为 上 上 的 可 测 函 数 . 


证 明 (1) 对 任意 实数 ,有 E[L>a] 一 品 E[ 和 >a], 所 以 E[L>a] 为 可 测 集 , 从 而 
L(Cz) 为 瑟 上 的 可 测 函 数 ， 


(2) 对 任意 实数 a, 有 E[L<a]= UELf,<aj, 所 以 E[1<a] 为 可 测 集 ,从 而 L(x) 为 E 
上 的 可 测 函 数 . 

(3) 由 上 、 下 极限 函数 的 定义 及 (1) 和 (2) ,结论 成 立 . 

(4) 由 (3) 知 (4) 成 立 . 

定义 4 设 f(x) 为 定义 在 点 集 E 上 的 函数 , 称 max{f(z),0}(zEE) 为 f(z) 的 正 部 函 
数 , 简 称 为 正 部 , 记 做 f° (zx). 称 max{ 一 f(z),0) (zxEE) 为 f(x) 的 负 部 函数 ,简称 为 负 部 ， 
记 做 f(z). 

注意 : (1) 广 (z) 与 (zz) 均 为 下 上 的 非 负 函 数 ; 

(2) fx)=f1 (7)—f x) ,| fr)|=f7 7)+f (x). 

定理 7 f(z) 在 点 集 玉 上 可 测 当 且 仪 当 f 1 (zx) 与 f (zx) 均 在 EE 上 可 测 . 

证 明 由 定理 5(1),(2) 与 定理 6(1) ,结论 成 立 . 


三 、 可 测 函 数 与 简单 函数 的 关系 


在 数学 中 ,任何 复杂 问题 的 研究 都 是 从 最 简单 .最 理想 的 情况 着 手 的 . 由 简单 到 复杂 、 由 
特殊 到 一 般 、 由 具体 到 抽象 是 讨论 数学 问题 的 基本 和 通常 的 方法 . 同样 ,可 测 函 数 也 与 最 简 
单 的 函数 有 着 紧密 联系 .我们 从 阶梯 函数 入 手 , 将 其 推广 为 简单 函数 ,最 后 研究 可 测 函 数 与 
简单 函数 的 关系 . 
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简单 函数 是 我 们 在 中 学 数学 中 学 习 过 的 阶梯 函数 的 推广 ,为 了 更 好 地 理解 这 一 概念 ,我 
们 先 来 回顾 一 下 阶梯 函数 的 定义 : 

设 f(z) 为 定义 在 闭 区 间 [La,5] 上 的 实 值 函数 . 若 能 将 La,6bj] 分 解 成 有 限 个 互 不 相交 的 小 
区 间 荆 ,Ty,…,T, ,使 f(z)==c; (rET,i 二 1,2,…,m), 则 称 Fz) 为 [a, 拉 上 的 阶梯 函数 . 

定义 5 设 YWz) 为 定义 在 可 测 集 ECR" 上 的 函数 . 如 果 能 将 记分 解 为 有 限 个 互 不 相交 的 


可 测 子 集 的 并 , 即 EE.=E, 使 Uz) 二 6 (zxE EE ,i==1,2,…,m), 则 称 YXz) 为 上 的 简单 函数 
注意 : (1) 阶梯 函数 是 特殊 的 简单 函数 ,我 们 可 以 通过 阶梯 函数 的 图 像 来 理解 简单 函数 . 


(2) y(z) 为 EE 上 的 简单 函数 当 且 仅 当 y(z) = legps (zx) ,其 中 gs (zx) 为 巨 的 示 性 函 
数 , 即 


pe ll; weeE;; i 
OE, Er 4 -人 wx 大 可 2 人 9 710) ， 
这 里 E (i 一 1,2,…,m) 互 不 相交 , 且 员 EE. 

(3) 因 简 单 函 数 在 每 个 可 测 子 集 EE; 上 为 常 值 函 数 , 故 其 在 每 个 下 上 为 可 测 函 数 . 由 定 
理 4(2) ,其 为 下 上 的 可 测 函 数 . 事实 上 , 若 W%z) 王 c (XE E;), 则 对 任意 实数 a， 
五 a<és 
多 ， a 宕 cc; 


Ey>el=| 


为 可 测 集 ,从 而 y(z) 为 E; 上 的 可 测 函 数 . 
(4) 可 测 集 巨 上 两 个 简单 函数 的 和 、 差 \ 积 与 商 (分 母 不 为 零 ) 均 为 简单 函数 (习题 4.1 的 第 


2 题 ). 这 里 仅 就 和 的 情况 作 说 明 . 设 y (zx) = Dogs (ZX) 与 (x)= Daps (zx) 均 为 EE 
上 的 简单 函数 ,其 中 PG 一 1,2,…,m) ,EG 一 1,2,…, 站 各 自 互 不 相交 , 且 E 一 \ ER ， 
EU FE .由 于 

B= (U Er*)}ri( U Br”) =UU (EP TE), 
而 EPNE? 为 mm x 7 个 互 不 相交 的 可 测 集 , 故 和 


m 1 
pT) = >2) 2 ct di) pev ne (z) 


为 EE 上 的 简单 函数 . 
定理 8 f(z) 在 上 可 测 当 且 仅 当 存 在 上 的 简单 函数 列 {y (zx) ) 宇 1 ,使 
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f (7) = limg (7) ， 
其 中 { 办 Cz) } 们 ;的 绝对 值 函 数 单调 递增 , 即 | 由 (z)| 委 | 应 (Cz)| 委 …. 
证 明 因为 任意 函数 均 可 写成 两 个 非 负 函数 的 差 , 所 以 我 们 仅 对 f(x) 为 非 负 函数 的 情 
形 进行 证 明 . 
由 定理 6(4) 与 上 面 的 注意 (3) ,充分 性 显然 成 立 . 
必要 性 的 证 明 : 令 


EE[ 去 <f< 坟 | (k=1,2,…;)=0,1,2,.,k2:—1), FE, wt = EL fk]， 


大 2 
则 BE，G 一 0,1,2，…,&24) 为 互 不 相交 的 可 测 集 , 且 E= UE 
定义 简单 函数 


k2« 


lz) = > ps, 2) (k= 1,2,.). 


j=0 
f (7) = limy (zx). 
任 取 XEE, 若 f(x) 二 十 2,; 则 EE (k= 二 1,2,…), 从 而 


k 
(7) 一 名- 一 hk 证 0 一 fz) 


车 Fix) 过 十 6, 则 存在 如 ,使 用 z) 之 h, 于 是 , 当 上 > 时 ,有 
[f(D 一 (z)|=f(z) 一 各 (z)< 冯 ， 
从 而 有 yi (zx) 一 f(x) (k>00). 
习 题 4.1 


1. 简 答 题 : 

(1) 若 f(x) 是 简单 函数 列 的 极限 函数 ,g (zx) 的 正 部 g1 (xz) 与 负 部 g (zx) 都 是 上 上 的 可 
测 函 数 ,f(z) 十 g(x) 在 上 是 否 一 定 可 测 ? 

(2) 设 EC BR ,f(z) 为 定义 在 上 的 单调 函数 ,f(z) 在 上 是 否 一 定 可 测 ? 

(3) 车 函数 f(z) 在 玉 上 可 测 , 说 明 | f(z) | 在 上 也 可 测 . 

(4) 命题 “f(z) 在 玉 上 可 测 的 充分 必要 条 件 是 | f(x) | 在 玉 上 可 测 ” 是 否 正 确 ? 

(5) 命题 “ 若 f(z) 是 集合 上 的 常 值 函 数 , 则 f(z) 在 EE 上 可 测 ” 是 否 正 确 ? 

(6) 命题 “ 若 f(z) 与 g(z) 都 是 上 的 不 可 测 函 数 , 则 f(z) 十 g(z) 也 为 上 的 不 可 测 
函数 ”是 否 正确 ? 
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(7) 命题 “ 若 对 任意 常数 ,集合 EL 一 <] 都 可 测 , 则 f(z) 在 上 一 定 可 测 ” 是 否 正确 ? 

(8) 若 f(z) 在 上 可 测 ,E1CE,f(z) 在 上 一 定 可 测 吗 ? 

(9) 车 f(z) 为 E 上 的 可 测 函 数 ,p(z) 为 EE 上 的 简单 函数 ,f(z) 十 g(x) 在 上 是 否 一 定 
可 测 ? 

(10) 博 雷 尔 集 合 的 示 性 函数 是 可 测 函 数 吗 ? 为 什么 ? 

(11) 若 jz) 与 g(Cz) 均 在 已 上 可 测 , 户 (z) 十 8(z) 在 巨 上 是 否 一 定 可 测 ? 

(12) 命题 “定义 在 康 托 尔 集 上 任何 函数 都 是 可 测 函 数 ” 是 否 正确 ? 

(13) 命题 “f(z) 在 玉 上 可 测 当 上 且 仪 当 f(x) 为 上 一 列 可 测 函 数 的 极限 "是否 正确 ? 

(14) 设 AC R",A 的 示 性 函数 一 定 是 简单 函数 吗 ? 

(15) 设 帮 z) 是 下 上 的 可 测 函 数 ,g(Cz) 是 瑟 上 的 连续 函数 ,jz) 十 g(Cz) 在 已 上 一 定 可 
测 吗 ? 

2. 证 明 : 可 测 集 E 上 两 个 简单 函数 的 和 、 差 、 积 与 商 ( 分 母 不 为 零 ) 均 为 上 的 简单 
函数 . 

3. 设 mE 过 十 ,f(z) 为 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 非 负 可 测 函 数 , 证 明 : 对 任意 e 记 0， 
都 存在 闭 集 FCE, 使 m(E 一 下 )<e, 且 f(z) 为 上 的 有 界 函 数 . 


4. 设 (f,(z)) 守 1 为 E 上 的 非 负 可 测 函 数列 , 且 对 任意 之 0, 级 数 mE[/, 之 e] 均 收 


敛 , 证 明 : f(z) 一 0(n 一 co)a.e. 于 E. 

5. 设 f(z) 为 可 测 集 ECR" 上 的 函数 ,证 明 : f(x) 在 玉 上 可 测 当 且 仅 当 对 任意 博 雷 尔 
集 BCR ,其 原 像 集 / “'(B)CE 都 是 可 测 集 ;进而 ,车 f(x) 在 玉 上 还 是 连续 的 , 则 广 :(CB) 
依然 为 博 雷 尔 集 . 

6. 设 f(z) 为 ECR" 上 的 可 测 函 数 ,g(y) 为 RR 上 的 连续 函数 ,证 明 : 复合 函数 (g。f) (zx) 
在 ECR" 上 可 测 . 

7. 设 {f,(z)) 这 为 上 的 可 测 函 数列 , 且 对 任意 ee 二 0, 都 有 

limm’E[L|f,—f|>e]=0, 

证 明 : f(x) 在 上 可 测 . 


$4.2 可 测 函 数列 的 几 种 收敛 性 


在 数学 分 析 课程 中 ,我 们 研究 了 函数 列 的 逐 点 收敛 (也 称 为 处 处 收敛 ) 与 一 致 收敛 . 一 至 
收敛 的 函数 列 一 定 是 逐 点 收敛 的 ,反之 却 未 必 成 立 . 在 讨论 连续 函数 列 的 极限 函数 的 连续 
性 ` 逐 项 积分 与 逐 项 微分 等 问题 时 都 出 现 过 要 求 函 数列 一 致 收敛 的 条 件 ,而 对 函数 列 一 致 收 
敛 的 要 求 比 较 苛刻 ,在 实际 应 用 中 有 很 大 的 局 限 性 . 可 测 函 数 类 是 比 连续 函数 类 更 广泛 的 函 


§ 4.2 ”可 测 函 数列 的 几 种 收 伍 性 ， 


数 类 ,因此 可 测 函 数列 的 收敛 势必 较 连续 函数 列 的 收敛 内 涵 更 加 丰富 ,各 种 收敛 性 之 间 的 关 
系 也 更 加 复杂 ,当然 在 处 理 实际 问题 时 也 更 为 适用 . 可 测 函 数列 有 多 种 不 同 的 收敛 ,这 里 我 
们 只 介绍 三 种 比较 常见 的 收敛 : 一 致 收敛 .几乎 处 处 收敛 与 依 测度 收敛 ,并 研究 这 几 种 收敛 
性 之 间 的 关系 . 


一 、 儿 乎 处 处 收敛 与 一 致 收敛 


一 致 收敛 的 函数 列 有 许多 非常 好 的 性 质 , 数 学 分 析 中 在 讨论 连续 函数 列 的 极限 函数 的 
连续 性 . 逐 项 积分 与 逐 项 微分 等 问题 时 都 涉及 一 致 收敛 的 条 件 , 但 一 致 收敛 的 条 件 太 强 , 即 
便 给 定 的 函数 列 在 某 个 区 间 上 处 处 收敛 , 它 也 未 必 一 致 收敛 . 一 个 典型 的 例子 就 是 函数 列 
{xz")>1, 它 在 (0,1) 内 处 处 收敛 ,但 它 在 该 区 间 内 却 不 是 一 致 收敛 的 . 然而 , 当 我 们 从 (0,1) 
中 去 掉 一 个 长 度 任意 小 的 区 间 (1 一 6,1) 后 , {x”})%! 在 余下 的 区 间 (0,1 一 6] 上 就 具有 一 致 收 
敛 性 了 . 这 种 现象 并 不 是 一 种 偶然 . 20 世纪 初 俄 国 数学 家 叶 果 洛 夫 (Egoroff,1869 一 1931) 在 
巴黎 科学 院 报 告 上 首次 揭示 了 几乎 处 处 收敛 与 一 致 收敛 之 间 的 关系 ,证 得 几乎 处 处 收敛 的 
函数 列 可 以 部 分 地 “恢复 ”一 致 收敛 性 . 这 就 是 下 面 的 叶 果 洛 夫 定 理 , 这 个 定理 是 处 理 极限 问 
题 时 的 有 力 工具 . 为 了 介绍 这 一 结论 ,我们 先 来 证 明 下 面 的 引 理 : 

引 理 设 函 数列 {f(zx)})%2 及 函数 f(x) 均 在 EE 上 取 有 限 值 , 态 为 上 所 有 使 得 
{ 亡 (z) ) 全 不 收敛 于 f(z) 的 点 构成 的 集合 , 则 


H=U [| Uerly.—7|3e] 
其 中 61 >>es>…>>6>>…>>0, 且 limes 一 0. 
证 明 设 e>e>…>et>…>>0, 且 limet 一 0. 任 取 zE 瓦 , 则 lim 放 (zo) 天 太 zo). 于 
是 ,存在 eo>0 及 正 整 数列 
ni nn 二 00， 
使 | fu (Xo)— f(xo) | 之 eo. 取 k 充分 大 ,使 se < so, 则 | fla7 — fe6) | 宇 @. 于 是 
mn€ Et.=/|e] (N=1,2,.…), 
从 而 
me EL fl 
所 以 
weE Uf UEL fe]. 
k=1N=1ln=N 


反之 , 任 取 z EU 门 UEL|f, 一 了 | 之 e.], 则 存在 如, 使 


k=1 N=1n=N 
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zo € DN UEC.—/l>e, 1. 
于 是 ,对 任意 正 整 数 N, 有 
we EF.=+|20, 1 
Lf C0) — FC) | > 
这 说 明 To 是 使 {fn tz) } 有 1 不 收敛 于 f(z) 的 点 , 即 wo HH 
sr der 


定理 1( 叶 果 洛 夫 定 理 ) 设 mE 二 十 oo,{f,(zx)} 吕 是 玉 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 可 测 也 
数列 ,limf, (xz) 二 f(zx)a. e. 于 五 ,上 且 | f(x) | 过 十 co a.e. 于 EF, 则 对 任意 6 二 0, 总 存在 的 可 


测 子 集 e ,me 二 6, 使 {f(z) )2C! 在 一 e 上 一 致 收敛 于 f(x). 
证 明 因为 可 测 集 去 掉 测度 为 零 的 集合 后 依然 为 可 测 集 且 测 度 不 变 , 由 已 知 不 妨 设 
(fn(ZX) })21 及 f(z) 均 在 上 处 处 取 有 限 值 . 令 
w= UBL | ~], = Us, 


则 ee 为 可 测 集 ,上 且 {f(zx)) 况 1 在 EF 一 e 上 一 致 收敛 于 f(z). 事实 上 ,对 任意 ce 二 0, 总 存在 
0=<ea<e, 当 XEEe 时 ,xfer; 故 当 n 宇 Ni 时 ,| f(x)— f(x) |<e,<e. 
下 面 选 取 适 当 的 ei ,使 对 任意 5 二 0, 有 me 二 5. 由 limf,(z) 二 f(x) 在 下 上 几乎 处 处 成 立 


与 上 面 的 引 理 ,可 得 
m(U NUECI-/fl>e]) 0 
于 是 ,对 任意 上 ,有 
天 从 UETIE—7 >e]) =0, 


又 因 | UEL|f, 一 /| 之 er]) 单调 递减 ,上 且 mE< 十 oo, 故 
limm( UE[L|f,—f|>e.])=0. 
对 任意 &, 取 Ne 充分 大 ,使 
mes=m( U EL|f,—f|>e,])<#， 
则 


$4.2 可 测 函 数列 的 几 种 收敛 性 


me = mm) Dwi 芝 < 
注意 : (1) 条 件 mE 二 十 oo 不 能 取消 ! 
例如 , 设 
1， 无 和 (0,n), 和 
FE= (0, 二 oo), fe) i (n=1s2,°%), f(x)=1, 
则 对 任意 xEE= (0, 十 oo), 总 有 
lim/f, (x)=1= f(z), 

故 {f,(Zz)}) 避 1 及 f(z) 满足 定理 中 除去 mE 二 十 吕 之 外 的 所 有 条 件 . 

取 6 二 1, 则 对 EE 的 任意 可 测 子 集 e (me 有 1), (万 Cz)) 2 在 下 一 上 都 不 一 致 收敛 于 


f(x) 二 1. 事实 上 ， 取 6 一方 , 对 任意 正 整数 Ns 存在 ww 一 N+1 和 入 EE-e 且 zy Shy， 


有 
| fast )—f ro) |= |0—1| Seo, 

即 { f(x)})2! 在 EE 一 e 上 不 一 致 收 化 于 f(x). 

(2) 结论 中 的 “6 二 0” 不 能 改 成 “6 二 0”1 

例如 , 设 

E=(0,1), f(z)=zx" (n=1,2,.%), f(x)=0, 
则 对 任意 xEE, 总 有 
limf, (zx)=0= f(x). 

故 {f,(z)} 避 1 及 f(x) 满足 定理 的 所 有 条 件 . 

对 五 的 测度 为 零 的 任意 子 集 e,{ 亡 (z))} 守 ;在 开 一 e 上 都 不 一 致 收 化 于 f(z) 寺 0. 事实 上 , 因 


ma 人 1 一 二 由 )= 寺 天 0, 故 (1 一 二 江门 CE- 人 天 他 . 取 思 E (1 一 二 ,1 站 (E-e) C= Ts rds 
n n n 


则 


f(x)=z> (1 二 - Cro0)， 即 limf, (x,)#0. 
于 是 {f(x)} 呈 在 EE 一 e 上 都 不 一 致 收敛 于 f(zx). 
二 、 几 乎 处 处 收敛 与 依 测度 收敛 


下 面 介绍 可 测 函 数列 的 一 种 新 的 收敛 ,这 种 收敛 不 同 于 以 往 的 收敛 ,是 与 集合 测度 有 关 
的 收敛 一 一 依 测度 收敛 , 它 在 实际 中 有 广泛 的 应 用 . 为 了 深入 理解 这 种 收敛 的 本 质 特征 ,我 
们 也 对 它 与 几乎 处 处 收敛 的 关系 进行 研究 . 


65 


第 四 章 ”可 测 函 数 


定义 设 ( 广 (z))} 和 :是 可 测 集 下 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 可 测 函 数列 , jz) 为 下 上 几乎 

处 处 取 有 限 值 的 可 测 函 数 . 若 对 任意 o 二 0, 有 
limmEL[ |f,.—f| 宇 cj]=0,， 

则 称 {f (7z) 号 ! 在 上 依 测度 收 人 钱 于 f(x), 记 为 户 一 了 于 下 . 

注意 : (1) 因 点 集 的 测度 为 非 负 实 数 , 故 上 述 极限 用 数列 极限 的 “e-N ”语言 表述 为 : 对 
任意 c>0 和 ee 二 0, 存 在 NE 2, 当 n 宇 N 时 ,有 

mE[ |f,—f| 这 oc ]<e. 

(2) 依 测 度 收敛 的 函数 列 未 必 是 处 处 收敛 的 . 

下 面 给 出 一 个 依 测 度 收敛 而 处 处 发 散 的 函数 列 的 例子 : 

设 ==[0,1), 定 义 第 1 组 的 1 个 函数 为 


f(x)=1; 
定义 第 2 组 的 2 个 函数 分 别 为 
了 
及 2 (zz) 一 本 fl? (x)= 0 “ev 
0， 2€| 备 1) Ls z€ | 去 "1) 


一 般 地 ,将 [0,1) 分 为 等 份 ,定义 第 组 的 & 个 函数 为 


Ls z€ | 车) 
fi?*(z)= (1=1,2,*.…,k). 


0， 2 ,下 


PCZ) 一 FDCz)， pl7z)=f rz), p(x)= 2 (7), 
pr)= fix), ps (zr)=f x), pelr)= fs (7x), 


作 


则 {gs(z) } 守 ,是 定义 在 [0,1) 上 的 处 处 取 有 限 值 的 可 测 函 数 . 令 p(z) 三 0, 则 对 任意 o>0, 车 
o>1, 有 E[|y, 一 pg| 之 oc 二 多 ,从 而 

limmE[ |p, —9| 之 oj=0; 
着 o<1, 当 p, 为 第 组 的 第 i 个 函数 时 ,有 E[|g, 一 pg| 之 oJ] 一 [: 
k 一 oo, 从 而 


,二 )， 且 当 ~>ce 时 ， 


limmE[ | 9,—¢| 之 so j=0. 


所 以 {g,(z) } 半 ;在 [0,1) 上 依 测度 收敛 于 g(x) 二 0. 
任 取 ze [0,1),{g,(x)) 半 1 中 有 无 穷 多 个 函数 在 该 点 处 的 值 为 零 ,也 有 无 穷 多 个 函数 


$ 4.2 可 测 函 数列 的 几 种 收敛 性 


在 该 点 处 的 值 为 1, 因 此 {mw(z))2 ;在 [0,1) 中 的 每 一 点 处 都 是 发 散 的 . 
(3) 处 处 收敛 的 函数 列 也 未 必 是 依 测度 收敛 的 . 
下 面 给 出 一 个 处 处 收敛 但 不 是 依 测度 收敛 的 函数 列 的 例子 : 
设 玉 二 (0, 十 00), 函 数列 为 
PF l, ZE (0,n), We 
0;, zwE [no 


对 任意 XEE, 均 有 limf,(x)==1. 


取 o= 却 ; 则 E[|f, 一 1| 之 oj 一 [n, 十 oo). 才 
limmE[ |f,—1|>o]=+o%. 
因此 {f(x)) 这 1 不依 测度 收敛 于 1. 
虽然 依 测度 收敛 与 几乎 处 处 收敛 之 间 没 有 必然 的 包含 关系 ,但 在 满足 一 定 的 条 件 下 ,二 
者 之 间 还 是 有 紧密 联系 的 ,这 就 是 下 面 的 勒 贝 格 定理 与 笋 斯 (F. Riesz,1880 一 1956) 定 理 . 
定理 2( 勒 贝 格 定理 ) 设 mmE< 一 十 ce ,1A(Cz) 2 是 已 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 可 测 函数 
列 ,f(z) 为 E 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 也 数 , 且 
limf, (x)= f(x)a. eT Es 
则 记 芝 于 E. 
证 明 ”由 叶 果 洛 夫 定理 ,对 任意 e 二 0, 存 在 玉 的 可 测 子 集 e,mee, 使 {f(x)}%2i 在 E 一 e 
上 一 致 收敛 于 f(x). 于 是 ,对 任意 给 定 的 o>0, 存 在 正 整 数 N, 当 nn 宇 N 时 ,对 一 切 x EE 一 e， 
均 有 | 了 ,一 f| 过 o. 因此 E[|f, 一 f| 宇 co]Ce. 故 
mEL | 多 一 个 之 o | 万 mee,， 
从 而 
limmE[ |f,—f|>o]=0, 即 ff, 地 了 . 
注意 : (1) 该 定理 说 明 , 当 zz 下 < 十 ce 时 ,几乎 处 处 收敛 的 函数 列 一 定 是 依 测度 收敛 的 ， 
即 在 mm 开 二 十 ce 的 条 件 下 , 依 测度 收敛 是 比 几乎 处 处 收敛 弱 的 收敛 ; 
(2) 条 件 mE 过 十 品 不可 以 去 掉 , 见 定义 1 的 注意 (3). 
定理 3( 黎 斯 定理 ) 设 玉 为 可 测 集 ,有 ,之 f 于 F, 则 存在 {了 (zx) 全 :的 子 列 { 廊 (Cz)}2 ,使 
limf, (zx)= f(zx)a.e. 于 EE. 


证 明 由 已 知 ,对 任意 o>0,limmE[|f, 一 了 | 之 oJ 一 0. 取 so 一 这 , 则 对 每 个 0, 存 在 正 整 
数 坟 ,使 当 mn 之 时 ,mE[ | 了 ,一 了 | 之;]<o. 我 们 还 可 以 要 求 44>n Gi 一 1,2,…). 


下 面 证 明 limf,, (zx) 一 (zx)a. e. 于 E. 为 方便 起 见 , 记 Es= UEL|f, 一 了 | 之 oj], 则 
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EDE:, (k=1,2,…), 有 8 


mEs < PmE[|fs — fl oj< Zo 0 (k — co). 
由 mE, 去 2 二 十 oo 及 8$3.1 的 定理 9, 得 
m( 站 E,) =limmE,=0. 


任 取 xzEE 一 门 EE ,不妨 设 zg E = EL|f, 一 了 | 之 oi], 则 对 任意 i 之 各, 有 


zr¢E[|f,—fl20], BT |f,—fl<o™>0 (i>%). 
因此 
limf,. (zx)=f(zx)a.e. 于 E. 
下 面 的 定理 说 明 , 当 我 们 忽略 函数 在 测度 为 零 的 集合 上 的 取 值 情况 时 , 依 测度 收敛 函数 
列 的 极限 函数 是 唯一 的 . 
定理 4( 极 限 唯一 性 ) 若 在 可 测 集 下 上 帮 ,之 广 且 廊 一 8g, 则 /一 g ae. 于 三. 
证 明 1 因为 f,>f 于 E, 由 黎 斯 定理 ,存在 {f,(x)) 这 1 的 子 列 {f, (zx))21 ,使 
lim_, ,x)= f(x)a.e. 于 EE. 
又 因 f,>g 于 EE, 故 在 E 上 f, 这 g. 再 由 黎 斯 定理 ,存在 {f(z) 全 ,的 子 列 {f,， (z) ) 兴 1, 使 
limf” (zx)=g(zx)a.e. 于 EE, 
令 EE 一 E[f, gj, 则 m(E 一 E,) 一 0, 且 在 E。 上 limf。 (zx) 一 f(z) 与 limf, (zx) 一 g(z) 同 
时 成 立 . 由 收敛 函数 列 极 限 函 数 的 唯一 性 ,可 得 在 Eu 上 f(x) 二 g(x), 于 是 f=g a.e. 于 下. 
证 明 2 由 不 等 式 
| jz) 一 gCz)| 受 | FGz) 一 廊 (z)| 十 | FPCz) 一 gCz)|， 
对 任意 正 整数 &, 均 有 
如 [一 避 世 二 ]S 可 1 产 关 区 普 ]U 囊 17. 一 gl 宕 训 ] 
因 在 集合 上 ff, 过 >f, 且 f, 过 gg, 故 当 n 一 吕 O 时 ,有 
mE[ 17 一 g|>> 关 | 二 mE[ 1 一 六 [> 志 ]+mE[1 关 一 el> 浆 |-0 
于 是 ,对 任意 &, 有 
mE| | 7 一 e| > 二 |]=% 
又 因为 
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E[f 关 g] 一 电 相 1 大 gl> 支 |， 
所 以 
0<mE[f #8]< DmE| 1f-gl>|=0, 
即 mE[ f 关 g] 二 0, 结 论 成 立 . 
习 题 4.2 

a. e. 于 下 ,证 明 : 存在 EE 的 单调 递增 子 集 序列 {E,), ,使 limmEE, 王 mE, 且 在 每 个 E,(n 二 1， 
2,…) 上 {f(z)}) 写 1 都 一 致 收 伍 于 1. 

2. 设 玉 为 可 测 集 , f(z) 和 >f(z) 于 EF,g, (Xx) 过 g(x) 于 ,证 明 : 

(1) f(z)+tg,(zx)=>f(z)+tg(z) 于 EE. 

(2) af,(z) 访 af(x) 于 ,其 中 a 为 任意 常数 . 

(3) 车 mE 二 二 co, 则 f(z)gi(z) 过 f(r)g(zx) 于 FE; 车 mE 二 十 co, 则 上 述 结 论 未 必 
成 立 . 


(4) 车 f(z) 二 g(x)==0; 则 f(x)g; (xz) 过 0 于 E. 


(9) 著 交 权 过于 夯 , 扎 交 0 六 0 人 六 训 记 (toET 站 出 二 
二 Fy 


3. 设 玉 为 可 测 集 ,f,(z) 二 f(z) 于 E, 且 f(x)==g(zx)a.e. 于 ,证 明 : f(x) 坟 g(x) 
bE 

4. 设 {f,(z)) 这 1 为 可 测 集 玉 上 的 单调 可 测 函 数列 ,有 f, (zx) 二 f(z) 于 EE, 证 明 : 

limf,(z)= f(z). 
5. 设 巨 为 可 测 集 , f(x) 过 f(z) 于 EE, 且 |f,(zx) | 过 K a.e. 于 ,证 明 : 
[ftz) [RK a eTE 

6. 设 mE 二 十 w, 证 明 ; f(z) 和 f(z) 于 EE 当 且 仅 当 {f(x)})%>) 的 任 一 子 列 

{fn} 2 中 都 存在 子 列 { {fo 《元 ) } 这 使 lim , (ZT)= f(z) ae 于 


§ 4.3 系 

前 面 我 们 已 经 研究 了 可 测 函 数 与 简单 函数 之 间 的 关系 ,得 到 任何 可 测 函 数 均 可 表示 为 
简单 函数 列 的 极限 ;反之 ,任意 简单 函数 列 的 极限 函数 也 一 定 是 可 测 函 数 .》$4. 1 的 定理 2 证 
得 : 定义 在 可 测 集 上 的 连续 函数 一 定 是 可 测 函 数 . 本 节 的 鲁 金 (Lusin,1883 一 1950) 定 理 进 一 
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步 揭示 了 可 测 函 数 与 连续 函数 之 间 的 关系 , 即 可 测 函 数 也 一 定 是 部 分 连续 函数 或 “基本 连 
续 ” 函 数 ?, 从 而 使 我 们 清楚 了 可 测 函 数 的 结构 问题 . 本 节 的 结果 也 是 我 们 研究 可 测 函 数 的 有 
效 手段 . 


一 、 重金 定理 及 其 逆 定 理 


鲁 金 定理 是 对 可 测 函 数 的 本 质 刻画 ,是 将 可 测 函 数 问题 划 归 为 连续 函数 问题 的 有 力 工 
具 , 而 连续 函数 在 应 用 中 是 十 分 方便 的 . 

定理 1( 鲁 金 定理 ) 设 f(x) 是 可 测 集 EE 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 可 测 函 数 , 则 对 任意 
6 二 0, 存 在 闭 集 FCE, 使 m(E 一 F;)<6, 且 f(x) 在 fi 上 为 连续 函数 . 

证 明 因为 可 测 函 数 均 可 表示 为 简单 函数 列 的 极限 函数 ,我 们 先 考虑 简单 函数 的 情形 ， 
然后 分 别 对 mE 二 十 2 及 mE 二 十 2 两 种 情况 下 的 可 测 函 数 进行 证 明 . 

情形 1: f(z) 为 EE 上 的 简单 函数 . 


设 f(z) 二 ci (XEE;), 其 中 (i 二 1,2,…,n) 为 E 的 互 不 相交 的 可 测 子 集 ,E= 电台 对 


每 个 已, 存在 闭 集 已 C 已 ,使 m( 忆 一) 一 人 令 忆 = UE, 则 已 为 闭 集 , 且 
m(E— fF,)= m(U 及 一 已 】 <m(U (E,—F.)) 
Dm, — F< 全 一 六 
下 面 证 明 f(z) 在 fF 上 连续 . 事实 上 , 任 取 xE 下 ,存在 记过, 使 zEF, .因为 x& Ur 
有 Ur 为 闭 集 ,所 以 z€ ( WF) , 且 ( WE) 为 开 集 , 即 z 为 ( 时 已 ) 的 内 点 . 故 存在 x 
的 某 邻 域 N(z) ,使 NCz)C( WWF,) ,从 而 NGN (WWF)=gg. 因 此 


NONF=NOON (UF)=N) NE,. 


又 因 f(x) 在 下 ;上 为 常数 , 故 f(x) 在 点 处 连续 . 由 之 的 任意 性 ,f(z) 在 fF; 上 连续 . 
情形 2: f(z) 为 E 上 的 可 测 函 数 , 目 mE 二 十 oo. 
由 3 4.1 的 定理 8, 存在 上 的 简单 函数 列 {y,(x) )>1 ,使 
f(z)=limy, (2). 


@ 所 谓 “ 基 本 连续 ”也 数 ,是 指 其 所 有 不 连续 点 构成 的 集合 测度 为 零 的 函数 . 


全 


$4.3 可 测 函数 的 构造 一 一 可 测 函 数 与 连续 函数 的 关系 


因为 m 下 < 十 ce ,由 叶 果 洛 夫 定理 ,存在 五 的 可 测 子 集 esme< 人 ,使 { 几 (Cz) ) 全 :在 Ess 一 E 一 e 


上 一 致 收敛 于 f(z). 对 于 每 个 2, 由 情形 1 ,存在 闭 集 已 CE, 使 
m(Eys— Ps) <a 
且 加 (z) 在 F,。 上 连续 . 令 F, 一 门 F,, 则 FC Ey: 为 闭 集 , {g(xz))>! 在 F 上 一 致 收 合 于 
Cz? :县 
m(E—F)< mE Ey)+m(E,,— FF;) 


Sm(E— Ez)+ Dm CEss — Br) 
n=1 


之 生生 症 
情形 3: f(x) 为 EE 上 的 可 测 函 数 ,和 且 mE= 十 oo. 
令 忆 二 (N(0,n) 一 N(O,n 一 1)) 几 E (nn 一 1,2,…;O 为 坐标 原点 ), 则 各 E, 为 E 的 互 
不 相交 的 测度 有 限 的 可 测 子 集 . 根据 情形 2, 对 每 个 EE, ,存在 闭 子 集 F, ,使 


0 
nt 


A 一 下 JR (7 一 1,2,……)， 


且 f(z) 在 已 上 连续 . 令 Biz 一 吕 F,, 则 7(z) 在 Eys 上 连续 , 且 


m(E— Ey)= Dm(E,—F,)< >) 6 2 
n=1 n=1 


2 
因为 Ey; 可 测 , 所 以 存在 闭 集 FiCEss, 且 
6 


m( FE;; ep F;) & 2 


于 是 


m(E—F:)<m(E— Es)t+m( Es: Fi 一 六 十 全 一 人 


因为 f(z) 在 Ey: 上 连续 ,所 以 其 在 Ff; 上 也 连续 . 

值得 注意 的 是 ,在 上 面 的 证 明 过 程 中 先 考 虑 简单 函数 ,然后 利用 简单 函数 与 可 测 函 数 之 
间 的 关系 ,证 得 结果 对 一 般 的 可 测 函 数 也 是 成 立 的 . 这 种 方法 具有 一 般 意义 ,在 许多 问题 中 
都 是 行 之 有 效 的 办 法 . 男 外 ,由 简单 函数 到 一 般 可 测 函 数 的 过 渡 中 , 叶 果 洛 夫 定 理 起 到 了 关 
键 性 的 作用 . | 

下 面 我 们 给 出 可 测 函 数 的 连续 扩张 定理 , 它 将 可 测 函 数 扩张 为 全 空间 上 的 连续 函数 ,其 
也 是 鲁 金 定 理 的 另 一 种 表达 形式 . 
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定理 2 设 F(z) 是 可 测 集 EC R"* 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 可 测 函 数 , 则 对 任意 6 二 0， 
存在 闭 集 f;CE 及 R" 上 的 连续 函数 g(x), 使 m(E 一 F;) 二 0, 在 Fi 上 g(xz) 二 f(z), 且 


Sp inf g (zx)= es 
rER" ZE R 


证 明 我 们 仅 就 ECR 的 情形 加 以 证 明 . 

由 重金 定理 ,对 任意 6 二 0, 存 在 闭 集 f;CE, 使 m(E 一 F;)<<6, 且 f(x) 在 Ff; 上 连续 .下 
面 将 Fs 上 的 连续 函数 f(z) 扩张 成 整个 空间 上 的 连续 孔 数 . 

由 一 维 空间 闭 集 的 构造 定理 ,Ff 是 从 直线 上 挖 掉 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 所 得 到 
的 集合 ,这 些 开 区 间 的 端点 都 还 是 属于 F; 的 , 即 


-Ue sb:)s 


其 中 至 多 有 两 个 开 区 间 为 无 穷 区 间 . 在 fF, 上 ， 取 g(z) 为 f(z) ,而 在 Fi 内 , 取 g(z) 为 (a;,b;) 上 
的 线性 函数 , 即 


fms rE F,, 
sae flai)1 fe a BE (dsty)s 
f(ai), XE (ai; 十 co),(ai;, 十 0) 为 构成 区 间 ， 
f(b), XE( 一 00,b;),( 一 co,b;) 为 构成 区 间 ， 
则 g(z) 为 RR 上 的 连续 函数 , 且 
Ee, g(X)—max{ f(a;), f(b;) inf g(x)=min{ f(a;), f(b;)}. 
ZTE(a ZE (ai 人 ) 
因此 


i ， infg(x)= inf f(z). 
zxER" zER' rE Fs 


定理 3( 和 鲁 金 定 理 的 逆 定 理 ) 设 /(z) 是 可 测 集 巨 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 函数 . 若 对 任 
意 6 二 0, 总 存在 闭 集 Ff;CE, 使 m(E 一 F;) 二 6, 且 f(z) 在 Ff; 上 连续 , 则 f(z) 是 玉 上 的 可 测 
函数 . 


证 明 由 已 知 ,对 任意 正 整数 ,存在 闭 集 F,CE, 使 mw(E 一 F,)< 二 , 且 f(z) 在 FF 上 


连续 . 令 F= UP,, 则 FCE 可 测 , 且 


m(E—F)<m(E F, ) < >0 (nr00). 


于 是 m(E 一 Ff) 二 0. 因此 f(z) 在 E 一 下 上 可 测 . 
下 面 证 明 f(x) 在 下 上 也 可 测 . 事实 上 ,对 任意 实数 a, 有 


FLf >aJ= UE.Lf>al. 


§ 4.3， 可 测 函 数 的 构造 一 “可 测 函 数 与 连续 函数 的 关系 


由 于 f(z) 在 下 ,上 连续 ,其 在 F, 上 一 定 可 测 ,因此 F,[f 这 a] 为 可 测 集 ,从 而 FLF>>a] 亦 为 
可 测 集 . 由 可 测 函 数 的 定义 ,f(z) 在 下 上 可 测 . 
综 上 ,f(z) 在 EE=(E 一 F)UF 上 为 可 测 函 数 . 


二 、 可 测 函 数 的 连续 逼近 一 一 弗 雷 吹 定 理 


利用 鲁 金 定 理 我 们 还 可 以 证 得 可 测 函 数 与 连续 函数 之 间 的 更 为 密切 的 关系 : 可 测 函 数 
可 以 由 连续 函数 列 逼 近 , 即 可 测 函 数 可 以 表示 为 连续 函数 列 的 极限 函数 ,反之 亦 成 立 . 这 也 
就 下 面 的 定理 . 
定理 4( 弗 雷 吹 定理 ) 设 F(z) 是 可 测 集 已 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 函数 , 则 f(x) 在 EE 
上 可 测 当 且 仅 当 存 在 E 上 的 连续 函数 列 { f(x) }: ,使 
limfi(z)= f(z)a. 似乎 政 


证 明 ”充分 性 显然 成 立 . 
下 证 必要 性 . 由 定理 2, 对 任意 正 整 数 &, 存 在 闭 集 FCE 及 R”" 上 的 连续 函数 f(z), 使 


而 弘一 起 ) 一 于 , 且 在 所 上 ,Cry 一 xz, 国 胜 mE[fi 关 f]< 生 . 于 是 ,对 任意 o>0, 有 


mE[|fi—f|>oJ<mELf#f]<i~0 (co)， 


即 fi 之 f 于 E. 再 由 黎 斯 定理 ,存在 (fi(z)) 认 1 的 子 列 {fi(zx)} 主 1, 使 
limfi(z)=f(z)a.e. 于 E. 


习 题 4.3 


1. 证 明 : f(z) 在 闭 区 间 [a,5j] 上 可 测 当 且 仅 当 存在 多 项 式 也 数列 {p, (x) )1 ,使 
limp, (x)= f(x)a. e. 于 La ,0]. 
2. 设 巨 为 有 界 可 测 集 , | f(z) | 二 十 co ae 于 玖 ,证 明 : f(z) 在 上 可 测 当 且 仅 当 存 在 
整个 空间 上 的 连续 函数 列 {f, (x) )21 ,使 
limf, (zx)= f(x)a. 于 名, 


3. 证 明 : 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 均 为 有 界 函 数 ， 


第 五 章 


勒 贝 格 积 分 理论 


本 章 建 立 实 变 函 数论 的 核心 理论 一 一 勒 贝 格 积分 理论 . 歼 曼 
积分 的 积分 对 象 是 连续 函数 和 "基本 连续 ”函数 . 而 许多 现实 问题 
中 遇 到 的 函数 并 不 具有 这 种 特性 ,比如 概率 论 与 量子 力学 中 遇 到 
的 函数 . 另外 , 黎 曼 积分 在 处 理 积分 与 极限 交换 次 序 、 重 积分 交换 
次 序 等 问题 时 对 条 件 的 要 求 过 于 苛刻 ,一 般 来 讲 是 不 容易 被 满足 
的 ,这 就 使 得 黎 曙 积分 在 解决 具体 问题 时 受到 很 大 的 限制 . 虽然 
黎 曼 积分 在 微 积分 学 领域 的 重大 贡献 是 无 可 替代 的 ,但 摆脱 各 种 
条 件 的 限制 ,使 得 运算 变 得 灵活 是 数学 家 们 一 直 以 来 追求 的 目 
标 , 而 各 种 条 件 的 限制 也 往往 是 物理 学 家 对 数学 不 满意 的 地 方 . 
广义 函数 论 在 近代 物理 学 上 之 所 以 显得 越 来 越 重 要 ,其 原因 就 是 
它 解 决 了 一 些 极限 交换 次 序 的 问题 . 


8 5.1 黎 曼 积分 回顾 与 勒 贝 格 积分 简介 
黎 曼 积分 的 定义 方式 通常 有 如 下 两 种 ,它们 是 等 价 的 ; 
方式 1: 设 f(z) 为 定义 在 闭 区 间 [a. 四 上 的 有 界 函 数 . 作 分 割 ， 


A: d=To T= b. 


M= sup f(D), m= inf f(x) 人 三 1,2 2)， 


一 ! Tl 


| fondr = infS、 


| f(x)dr = supss 
da A 


$5.1 黎 曼 积分 回顾 与 勒 贝 格 积分 简介 


相等 , 则 称 f(z) 在 [ea, 妇 上 是 黎 曼 可 积 的 ,其 达 布 上 .下 积分 的 共同 值 称 为 /(z) 在 [a,6] 上 
的 黎 曼 积分 , 记 为 | f(z)dz. 


方式 2: 设 f(x) 为 定义 在 闭 区 间 La,b5] 上 的 有 界 函 数 . 作 分 割 : 
As ca 王 20 委 后 去 所 王 让 
任 取 & ELzi1,Zx;] ,f(z) 关 于 分 割 A 的 黎 曼 和 为 


R(f,A)= DO) f(8) (zi— xi). 
记 |A| 二 max {zi 一 xi-1). 若 对 [a,6] 的 任意 分 割 A 及 任意 名 E [zx 1,x;], 极 限 


ji, 2 7) (zx;i— zx, 1) 


总 存在 , 则 称 f(z) 在 [a,b6] 上 是 黎 曼 可 积 的 ,并 称 此 极限 值 为 f(z) 在 [La,5] 上 的 黎 曼 积分 . 
可 以 证 得 f(z) 在 [a,b] 上 笋 曼 可 积 的 充分 必要 条 件 为 


lip (WM 一声 大 一 2 E 0 
AI 一 0 ;=1 


由 上 面 的 条 件 可 以 看 到 , 黎 曼 可 积 与 分 割 的 子 区 间 长 度 及 函数 在 每 个 子 区 间 上 的 振幅 
有 关 , 而 函数 的 振幅 大 小 涉及 连续 性 的 问题 ,为 了 保证 函数 的 黎 曼 可 积 性 ,其 不 连续 点 必须 
能 被 长 度 总 和 任意 小 的 区 间 覆 盖 , 用 勒 贝 格 测度 的 思想 来 说 就 是 其 不 连续 点 构成 的 集合 的 
测度 为 零 . 随 着 理论 的 深入 与 实际 应 用 范围 的 拓宽 ,各 种 各 样 “ 奇 特 ” 的 函数 摆 在 人 们 面前 ， 
其 性 质 也 或 待 研 究 . 
比如 ,定义 在 闭 区 间 [L0,1] 上 的 狄 利 克 雷 (P. Dirichlet,1805 一 1859) 函数 
Di) 二 /1” 为 [0, 蕊 上 的 有 理 数 ， 
0， 为 [0,1] 上 的 无 理 数 
在 L0,1j 中 任意 小 区 间 上 的 振幅 均 为 1, 故 其 不 是 黎 曼 可 积 的 . 
在 黎 曼 积分 的 范围 内 ,上 述 具有 无 穷 多 次 激烈 震荡 的 狄 利克 雷 函 数 无 法 研究 ,于 是 勒 贝 
格 提出 不 分 割 函 数 的 定义 区 间 , 而 从 分 割 函 数 的 值 域 人 手 定义 积分 . 
引入 勒 贝 格 积分 的 方式 通常 有 三 种 : 
方式 1: 设 f(x) 是 定义 在 R" 中 可 测 集 上 的 有 界 函 数 . 作 可 测 集 E 的 任意 可 测 分 划 : 


D: E= UE,, ENE,=@ (i#j)). 
今 
b= in{ff(x), B;=supf (x) (i=1,2,.…,m), 
x€ rE 
对 应 分 划 D 的 小 和 与 大 和 分 别 为 


76 


第 五 章 ” 勒 贝 格 积分 理论 


Wp; 二 SBE, 车。 5; 二 3 
讨论 其 小 和 的 上 确 界 sup so 与 大 和 的 下 确 界 inf Sp 是 否 相 等 , 若 二 者 相等 , 则 称 f(x) 在 可 
测 集 下 上 勒 贝 格 可 积 , 并 称 二 者 的 共同 值 为 f(z) 在 EE 上 的 勒 由 格 积分 
方式 2: 设 f(z) 是 定义 在 R”" 中 可 测 集 E 上 的 有 界 函 数 , 即 A 过 f(x) 过 B. 将 [A,B] 任 意 
分 成 n 个 小 区 间 : 
万 : A=y<y yy 1 yy =B. 
在 每 个 小 区 间 上 任 取 一 点 六 E Cy-1,yi] (i 二 1,2,…,n),f(z) 关 于 分 划 DD 的 勒 贝 格 和 为 


L(f,D)= 2 WmE Ly 之 了 委 入 ]， 
其 中 
E[yi1<f<y]= {rz|z EE;Ay i1<f (2) <). 
记 4=max {yy 1). 对 [A,B] 的 任意 分 划 D 及 任意 的 wy;ELy;-1,y;] ,讨论 极限 


lim ymE Ly < f(z) y:] 


是 否 存在 . 若 极限 存在 , 则 称 f(x) 在 可 测 集 玉 上 勒 贝 格 可 积 , 并 称 该 极限 值 为 f(x) 在 E 上 
的 勒 贝 格 积分 . 
方式 3: 设 f(z) 是 定义 在 R" 中 可 测 集 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 令 
/二 {y10<y<<f,y 为 简单 函数 )， 


定义 /(z) 在 EE 上 的 勒 贝 格 积分 为 sup{| ydz 


4 EW/] ,其 中 非 负 简单 丽 数 py 一 > cya 


(gs 为 EF; 的 示 性 函数 ) 在 EE 上 的 积 | waz= Dy conE 然后 利用 非 负 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积 


分 定义 一 般 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 . 

表面 看 来 上 述 三 种 方式 之 间 的 差异 很 大 ,各 具 特 色 , 但 实质 上 它们 是 等 价 的 ,各 种 书籍 
根据 不 同 的 需要 采取 适合 的 方法 . 其 中 第 一 种 方式 和 第 二 种 方式 与 数学 分 析 中 引 和 人 黎 曼 积 
分 的 方法 有 类 似 的 地 方 , 便 于 初学 者 理解 ,第 二 种 方式 也 是 统计 学 中 经 常 采 用 的 方式 .为 了 
与 黎 曼 积分 进行 比较 ,本 书 采取 第 一 种 方式 . 第 三 种 方式 最 为 简洁 ,便于 推广 ,是 现在 多 数 实 
分 析 与 测度 论 教材 中 采用 的 方式 . 


$ 5.2 有 界 函 数 的 勒 贝 格 积分 及 其 性 质 


若 不 做 特殊 声明 ,本 节 讨 论 的 函数 都 是 定义 在 测度 有 限 的 可 测 集 上 的 有 界 函 数 . 


$5.2 有 界 函数 的 勒 贝 格 积分 及 其 性 质 


一 、 小 和 与 大 和 


为 了 采用 与 黎 曼 积分 的 积分 和 确 界 式 定义 类 似 的 方法 定义 勒 贝 格 积分 ,我 们 首先 定义 
勒 贝 格 意 义 下 的 小 和 与 大 和 . 与 黎 曼 积分 不 同 的 是 ,那里 将 闭 区 间 分 成 有 限 个 小 闭 区 间 , 它 
们 彼此 之 间 有 公共 端点 ,而 这 里 将 可 测 集 分 成 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 子 集 . 

定义 1 设 E 是 R" 中 的 可 测 集 . 如果 尼 (一 1,2, ,2) 是 下 中 互 不 相交 的 非 空 可 测 子 


集 , 且 = 品 已 , 则 称 D= { 尼 ), 为 已 的 一 个 可 测 分 划 ,简称 为 分 划 . 

定义 2 设 Di= (ED ) 与 D: 一 (BE2 ) 空 为 可 测 集 下 的 两 个 分 划 , 则 

D'*={EPNE®|EVED,E® ED,) 

也 为 巨 的 分 划 , 称 其 为 分 划 Di 与 D, 的 合并 . 

定义 3 ”对 于 可 测 集 巨 的 两 个 分 划 也 与 D' ,如 果 D' 是 DD 与 E 的 另 一 个 分 划 的 合并 ， 
则 称 分 划 D' 比 D 更 细密 . 

定义 4 设 mE 一 十 o,f(zx) 为 下 上 的 有 界 函 数 . 对 于 下 的 任意 分 划 了 = {E,}i, 令 
b; = inf f (7),B. = supf (z+) (i = 1,2,%,m). 分 别称 


sp(f) = DbmE; 与 $5(f) = BmE.; 
1 一 1 d= 1 


为 f(x) 关于 分 划 D 的 小 和 与 大 和 ,在 不 易 引 起 混淆 的 情况 下 简 记 为 so 与 Spo. 
下 面 给 出 小 和 与 大 和 的 性 质 , 它 是 我 们 定义 勒 贝 格 积 分 的 关键 . 
引 理 (1) so 委 So; 
(2) 车 分 划 D" 比 DD 更 细密 , 则 sp 委 yo 委 So' 二 Sp; 
(3) 对 于 可 测 集 E 的 任意 两 个 分 划 Di 与 Ps ,总 有 so, 二 Sp (i,j 二 1,2); 
(4) 对 于 可 测 集 巨 的 所 有 可 能 分 划 , 有 supspsinf Sp. 
证 明 (1) 由 小 和 与 大 和 的 定义 显然 成 立 . 
(2) 设 D 二 {EE;)%1,D’ 是 DD 与 分 划 D” 二 {EE”});-1 的 合并 , 即 
D’*={E;=E.NE” |E,ED,E” ED"™ ). 
于 是 


ml m 1 m i m 
总 ”一 2 bsmEs 一 2 2%mEs )> pn DbmE; = sp, 
一 一 i=1 
Sp: = > mE,; 一 S32 mE; < 2 (BrE = = Sp. 
2 = i 一 1 


又 因为 sy oe ;所 以 mh <s,. EDp 
(3) 设 D' 为 Di 与 Ds 的 合并 ,由 (2) ,得 
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SD) sp* Sp: <Sp ; 暗 sp, Ssp" Sp 入 Sn . 
综合 以 上 两 式 ,得 sp, SSp, (有 大】 2. 
由 (3) 立 即 可 得 (4) 成 立 . 


二 、 勒 贝 格 积分 及 其 存在 条 件 
有 了 前 面 的 准备 ,我 们 可 以 给 出 勒 贝 格 积 分 的 定义 ,并 讨论 其 存在 条 件 . 勒 贝 格 积分 与 


黎 曼 积 分 的 本 质 区 别 在 于 : 黎 曼 积分 的 存在 性 要 求 函数 为 几乎 处 处 连续 的 (8 5.4 的 定理 
7) ,而 只 要 函数 可 测 , 其 勒 贝 格 积分 一 定 存在 (定理 2). 因此 , 勒 贝 格 积分 的 应 用 更 加 广泛 . 


定义 5 设 mE 一 +co,f(zx) 为 E 上 的 有 界 函 数 , 称 | /Cdr =infSo 为 1(z) 在 E 上 


的 勒 贝 格 上 积分 ,| f(x)dz 一 supso 为 /(z) 在 EE 上 的 勒 贝 格 下 积分 .车 


| ycodz = | fta)dz, 
E E 


则 称 f(x) 在 EE 上 勒 贝 格 可 积 , 简 称 为 L 可 积 , 此 时 称 勒 贝 格 上 、 下 积分 的 共同 值 为 f(z) 在 EE 
上 的 勒 贝 格 积分 ,简称 为 工 积分 , 记 为 | f(z)dxz, 妈 


| 7codz a | eadz 三 | peajgz, 

其 中 万 称 为 积分 集合 , f(x) 称 为 被 积 函 数 . 

注意 : (1) 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ,L 可 积 也 简称 为 可 积 . 

(2) 车 mE 一 0, 且 f(z) 为 E 上 的 有 界 函 数 , 则 | readz 二 冤 

(3) 从 形式 上 看 ,L 积分 与 R 积分 ( 黎 曼 积分 的 简称 ) 的 确 界 式 定 义 基 本 一 致 ,区 别 有 两 
点 : 其 一 ,R 积分 的 积分 集合 为 区 域 ,而 L 积分 的 积分 集合 为 可 测 集 ;其 二 ,L 积分 将 RR 积 
定义 中 的 小 区 间 换 成 了 互 不 相交 的 可 测 集 . 

下 面 的 定理 与 R 积 分 的 相应 结论 类 似 , 它 在 证 明 工 积 分 的 性 质 时 将 起 到 关键 性 的 作用 . 

定理 1 设 mE 二 十 o,f(x) 为 EE 上 的 有 界 函 数 , 则 f(x) 在 上 工 可 积 当 且 仪 当 

inf (Sp 一 咏 放 三 inf > mm， es 
即 对 任意 s 二 0, 存在 EE 的 分 划 DD, 使 
SS 一 三 DomE, 二 e, 


其 中 Ui = B,—b,. 
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证 明 必要 性 因为 f(z) 在 上 上 工 可 积 , 即 


| 7rcpdz = | reodr， 
由 勒 贝 格 上 、 下 积分 的 定义 ,对 任意 e 之 0, 存在 分 划 Di 与 D; ,使 


Sy 入 | fd | fd dr—so 一 
1 E 2 E 4 2 


设 吃 为 Di 与 Ds 的 合并 ,由 引 理 (2) ,有 


号 一 | f(r)dzr = 二， | copdz 一 吕 二 号， 
3 2 E 2 


将 上 面 两 式 相 加 ,得 Sp—sp<e. 
充分 性 ” 设 inf(Sp 一 sp) 二 0. 因 sp <| far <| far 三 So ,于 是 由 inf(So 一 sp) 一 
0, 对 任意 s 二 0, 存在 玉 的 分 划 DD ,使 


oS | Fa)az 一 | flr)dr Sb —ss <s, 
E JE 


放 | f(z)dz 一 | f(z)dz, 即 f(x) 在 E 上 工 可 积 


定理 2 设 mE 二 十 oo,f(zx) 为 E 上 的 有 界 函 数 , 则 f(z) 在 玉 上 工 可 积 当 且 仅 当 f(z) 
在 下 上 可 测 . 

证 明 必要 性 ”因为 f(x) 在 EE 上 工 可 积 ,由 定理 1, 对 任意 正 整 数 ,存在 EE 的 可 测 分 
划 D, ,使 

Sp sp < 
区 本 n 

且 分 划 Din1 比 DD (n 二 1,2,…) 更 细密 .事实 上 , 关 D1! 不比 D, 更 细密 , 则 将 D; 与 Dii1 合 
并 为 D+, 并 用 D1 代 兰 Di ,由 引 理 ,Sb,， 一 so 二 二 依然 成 立 . 

设 D, 二 {EE}) 名 ,6 四 二 inf f(x) ,BI 二 sup f(x) (一 1, 2 7) ,并 考虑 与 之 相应 

2E ED 机 Etm 


的 简单 函数 列 


x) = Dorgper (rz) 与 p(x) = >) Boye (7). 
i=1 i=1 


因为 分 划 Dri 比 D; 更 细密 ,所 以 
BT T), 矶 (CD) 疡 WCGz) (2 二 1 2，)， 
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即 { 必 Cz) ) 守 1 为 单调 递增 的 简单 函数 列 , (y, (xz) } 洋 :为 单调 递减 的 简单 函数 列 . 令 
f(z) = limy, (7), f (x)= limy, (z), 
则 f(z) 与 1(z) 都 是 E 上 的 可 测 函 数 , 且 
fT)Ef Ef zr) (rEE). 
下 面 证 明 f(x) 二 f(z)a.e. 于 下 .我 们 采用 反 证 法 .车 不 然 , 则 
ELF— £0 10, 


因为 E[ 了 一 />0]==UE|7 一 /之 诸 ], 所 以 必 存 在 正 整数 如, 合 
E|7-/f>z |=0>0. 
记 Bu =E[ 了 一 /之 站 ], 则 对 任意 正 整数 ,在 Be 上 均 有 


训 (Z) 一 (Zz) 之 产 ， 
从 而 对 任意 正 整 数 n, 有 


Sp, Sp > (Bi™” — bi™ mEs™ 
i=1 


= 2) (B® — 6b" )m (CE® NE ) 


这 与 So 一 sp, < 二 0 (n>o0) 矛 盾 ,于 是 了 (x) 一 f(z)a.e. 于 EE 再 自 f(z)<f(zx)<f(z) 


(TEE), 知 f(r) 二 f(r)a.e. 于 EE. 又 因为 f(z) 为 E 上 的 可 测 函 数 ,因此 f(z) 在 E 上 
可 测 . 

充分 性 设 jz) 为 已 上 的 有 界 可 测 函 数 , | f(z) | 三 M. 对 任意 se 盖 0, 取 正 整 数 NN, 使 
M 
N<ITmE' 人 
.M 
N 


B=E|: Sf | 好 二 一 内 ,一 人 二 1 一 2 六 一 1)， 


Sr 
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因为 f(z) 在 上 可 测 , 故 D=={E;}X2w 为 E 的 一 个 分 划 , 且 


N=} SR 
0 Sp—sm = Dy (Bi— hme mE 
i=—N 


=—N 


_M E 
N™E < Er A 扩 e， 


从 而 inf(So 一 sb) 二 0. 由 定理 1,f(z) 在 上 上 工 可 积 . 
注意 : 该 定理 告诉 我 们 ,对 于 定义 在 测度 有 限 的 可 测 集 上 的 有 界 函 数 而 言 ,其 可 测 性 与 
L 可 积 性 是 等 价 的 . 


三 、 勒 贝 格 积分 与 黎 曼 积分 的 关系 


下 面 给 出 R 积分 与 工 积分 的 关系 定理 . 想 求 一 个 函数 的 工 积分 , 当 可 以 证 明 它 为 人 可 
积 时 ,就 可 以 将 求 L 积分 的 问题 转化 为 求 R 积分 的 问题 ,而 R 积分 的 计算 是 我 们 熟悉 的 . 

定理 3 若 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [La,5] 上 R 可 积 , 则 其 在 该 区 间 上 一 定 工 可 积 , 且 二 者 的 
积分 值 相同 , 即 


| readz =| f(z)dz. 
a [ao 


证 明 因为 f(z) 在 [a,b] 上 R 可 积 , 故 对 任意 二 0, 都 存在 La,6j 的 分 割 T: a 二 zo 过 
Zi 所 …<z 一 0 使 得 f(z) 关 于 分 割 了 的 黎 曼 和 满足 Sr 一 sr 过 e. 作 La,5] 的 可 测 分 划 : 
D= {El= [zo,zi ,Ei;= (zi 17 |(1=2,3,°. ,7))}. 
令 Wit "B= eypf mi pk -jf (7) ME 一。 ep, 这/ (i 二 1,2,…,n). 因 


为 EiC[Lzii,Xij ;所 以 mi 二 bi;,M; 宇 B; (i 二 1,2,…,n) ,从 而 
Sy 运 TA < DomE, = Sy SR Sp = $1 BE < 六 Mar = Sr. 
故 So 一 so<e. 由 定理 1, f(z) 在 [as8] 上 二 可 积 。 . 
下 面 证 明 | f(a)dz | ,fdz,. 因为 Sr 一 sz 之 e, 且 


< | /f(ar< - 
所 以 
b b 
[fwdr—e<sr<sr<| fr)drte. 


STSSpSpSSr » 
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i | Pa | pays se Sse 
/ [a,6] [a ,要 


5 6 
| rcodz-e<| adzs| fndz < | f(rdrte 
a ,的 0] a 


由 的 任意 性 ,有 


下 b 
| fwdr =| 7(z)dz = | f (2)dz, 
[a,b] [a,b] a 
即 
b 
| fC)dr 三 | pry. 
a lasb]l 


注意 : (1) 该 定理 的 逆 不 成 立 . 例如 , 狄 利克 雷 函 数 
1， 工 为 有 理 数 ， 
0， 工 为 无 理 数 
在 闭 区 间 [0,1] 上 可 测 , 由 定理 2, 其 在 [0,1] 上 工 可 积 .但 D(z) 在 [0,1] 上 处 处 不 连续 , 故 其 
不 是 R 可 积 的 . 

(2) 该 定理 可 推广 到 n 维 空间 . 

(3) 该 定理 深刻 揭示 了 工 积分 与 R 积分 之 间 的 关系 , 即 L 积分 是 R 积分 的 推广 . 原因 
有 二 :以 一 维 空间 为 例 ) 一 是 ,R 积分 的 积分 域 为 闭 区 间 ,L 积分 的 “积分 域 ?为 直线 上 测度 
有 限 的 可 测 集 ,其 当然 包括 闭 区 间 ; 二 是 ,R 积分 是 将 [a,5] 分 割 成 n 个 小 闭 区 间 ,L 积分 是 
将 可 测 集 巨 分 解 为 n 个 互 不 相交 的 可 测 子 集 , 而 区 间 的 端点 对 积分 值 没有 影响 ,因此 将 R 
积分 定义 中 的 个 小 闭 区间 除 了 第 一 个 外 ,其 他 都 取 左 开 右 闭 区 间 时 ,L 积分 的 可 测 分 划 包 
含 了 R 积分 的 情形 . 

(4) 工 积分 与 广义 R 积分 无 必然 联系 . 


四 、 勒 贝 格 积 分 的 性 质 


由 于 工 积 分 与 R 积分 的 积分 和 确 界 式 定义 类 似 , 因 此 R 积分 的 许多 基本 性 质 也 同样 被 
L 积分 所 具有 . 

定理 4 设 mE<= 十 co,f(z) 为 EE 上 的 有 界 函 数 . 

(1) 大 f(z) 在 上 工 可 积 , 则 其 在 E 的 任意 可 测 子 集 上 也 可 积 . 


Do 一 | 


(2) 设 E= UE, 其 中 FF; (i 二 1,2,…,n) 为 E 的 互 不 相交 的 可 测 子 集 , f(z) 在 E;(i=1， 
2,…,n) 上 均 工 可 积 , 则 f(x) 在 EE 上 也 工 可 积 , 且 
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f(x)dz = y f(x)dz. 
|， | 


(3) 车 f(x) (i 二 1,2,…,n) 都 在 E 上 工 可 积 , 则 》\fi(zx) 在 E 上 也 可 积 , 且 


| (B60) a = > fn)dz. 
(4) 车 f(z) 在 EE 上 工 可 积 , 则 对 任意 常数 c,cf (zx) 也 在 下 上 世 可 积 , 且 
| .ef Gar 一 | readz 
(5) (单调 性 ) 车 f(x) 与 g(x) 均 在 EE 上 工 可 积 , 且 f(x) < g(z) (xzEE), 则 
/war<| g(xX)dz. 
E E 
特别 地 ,着 5 过 f(z) 过 B(xEE), 则 
bmE = | .readz < BmE. 
(6) (绝对 可 积 性 ) 若 f(x) 在 EE 上 工 可 积 , 则 | f(z)| 也 在 上 工 可 积 , 且 
| fx)dzr <| |f lz) | dz. 
E E 
(7) 设 EC R 为 关于 原点 对 称 的 区 间 , f(x) 在 已 上 工 可 积 . 若 f(x) 为 EE 上 的 奇 函数 ， 


则 
| readz = 0; 
车 f(x) 为 已 上 的 偶 函 数 , 则 


| rczdz = J 
证 明 (1) 因为 f(z) 在 上 LL 可 积 ,由 定理 1, 对 任意 e > 0, 存 在 EE 的 分 划 DD ,使 


Sp = sp = 2 omE, ~e. 
设 EE’ 为 EE 的 任意 可 测 子 集 ,D”* 二 {E; =ENE: |E;ED)}, 则 D* 为 E* 的 分 划 , 且 
Ce 
于 是 ,再 由 定理 1,f(zx) 在 E" 上 也 工 可 积 . 
(2) 我 们 仅 就 x 二 2 的 情形 加 以 证 明 , 由 数学 归纳 法 , 易 证 结论 对 任意 有 限 个 集合 依然 


f(z)dzr. 
) 


成 立 . 
设 E 三 EE UE, ,其 中 E 与 E, 可 测 且 互 不 相交 , f(z) 在 E 与 FE; 上 均 工 可 积 .由 可 积 
的 定义 ,对 任意 e 二 0, 存 在 Ei 的 分 划 Di 与 E, 的 分 划 D; ,使 
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h 才 本 Hz)dz 十 疆 ， Sn < | F(z)dz 十 号 ， 
设 D 二 DiUD;, 则 其 为 EE 的 分 划 , 且 
| rcopdz<so= So +S, <| Fopdz+| fz)dzte. 
由 e 的 任意 性 , 知 
| readz se 人 fordzt | Fd 
又 因为 L 积分 为 小 和 的 上 确 界 ,与 上 面 的 证 明 类 似 ,可 得 
| .f(ar> 人 Hz)dar+|。 a 
综 上 ,有 
| .f(az = | foz)art | Fens, 


(3) 我 们 仅 对 两 个 函数 的 情形 进行 证 明 , 由 数学 归纳 法 , 易 证 结论 对 任意 有 限 个 函数 仍 
成 立 . 
设 f(z) 与 g(x) 都 在 上 工 可 积 .由 工 可 积 的 定义 ,对 任意 e 二 0, 存 在 上 的 分 划 DD 与 
D: ,使 


Sn(f) <| fr)drt$, Sole) < | .gCz)dz 十 三 
取 分 划 DD 为 Di 与 D, 的 合并 ,由 引 理 ,得 
Sp(f) | 太 Cz)dz 十 三 ， Sotg) <| g(Cz)dz 十 上. 
E 2 E 2 
于 是 
Sf SC 二 Stg) <| fwdrt| scoDdz+e， 
从 而 
| cree a 一 | /fdrt| sczdz+e 
由 e 的 任意 性 , 知 
| [f(z) + g(r) Jdzr <| f(z)dz+| pC dy 
E E E 
又 因为 L 积分 为 小 和 的 上 确 界 ,类 似 可 得 
| [fz) +g(z)]dz | Fodz 十 | de 
E E E 
综 上 ,有 
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| Fe a di | Jadz 十 | 人 
E E E 


(4) 先 就 f(x) 为 非 负 函 数 的 情形 证 明 结论 成 立 . 
当 c 一 0 时 ,结论 显然 成 立 . 
当 c>0 时 ,由 于 f(z) 为 L 可 积 的 , 故 对 任意 ce 二 0, 存 在 EE 的 分 划 DD ,使 


Sp(f) < | Acepdz+E 
于 是 
| ef Cede < Spef) = eSo(f) <e| fr)dr te 
由 的 任意 性 , 知 
[ef (dr < | fdz. 
再 利用 L 积分 为 小 和 的 上 确 界 ,类似 可 得 
| ef az :3 c| fC)dz. 
综 上 ,有 
| ef C0)az 训 | rcodz 


当 c<0 时 ,类 似 可 证 结论 成 立 . 
因为 任意 水 数 均 可 以 表示 为 其 正 部 函数 与 负 部 函数 两 个 非 负 函 数 之 差 , 即 
f(x)=f1(x)—f (zx), 
可 得 对 一 般 的 工 可 积 函 数 f(z) 有 


| crcodz= | Er Cn) = fC jd 
一 | frGaoaz 一 中 f° (zx)dz 
号 | cm Ca = fC dw 
一 | readz 
(5) 因 g(z) 在 EE 上 工 可 积 , 故 对 任意 :这 0, 存 在 EE 的 分 划 DD, 使 
Sp(g) <| scoDdz+e 


因为 f(x) 过 g(xz)(zEE), 所 以 
| .far ZSp(f) Sp(g) 二 | .gC dr 6 
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由 的 任意 性 , 知 
[fdr < | scodz 
(6) 因为 f(x) 在 EE 上 工 可 积 ,由 定理 2,f(x) 在 E 上 可 测 ,所 以 |f(z)| 在 EE 上 也 可 测 . 


再 由 定理 2, | f(zx)| 在 E 上 工 可 积 . 
又 因为 一 |flzx)| 过 了 f(z) 过 |f(z)|, 由 (4) 与 (5), 得 


-| eoldzs| fdr < | lrceoldz， 
即 
rear|< | fend, 


(7) 由 奇 函 数 与 偶 函 数 的 定义 ,再 根据 (2) 和 L 积分 的 定义 ,可 得 结论 成 立 . 
注意 : (1) 定理 4 中 的 (3) 与 (4) 可 合并 写成 


[Borin)er =- Do] fwd, 


称 其 为 L 积分 的 线性 性 质 . 

(2) 由 该 定理 我 们 看 到 ,L 积分 具有 R 积分 除了 积分 中 值 定理 之 外 的 所 有 基本 性 质 . 而 
积分 中 值 定理 只 是 对 于 被 积 函 数 为 连续 函数 的 R 积分 成 立 , 它 不 是 所 有 R 积分 所 共有 的 
性 质 . 

我 们 知道 ,车 定义 在 可 测 集 玉 上 的 两 个 函数 几乎 处 处 相等 , 则 它们 的 可 测 性 相同 . 事实 
上 ,几乎 处 处 相等 的 可 测 函 数 的 可 积 性 一 致 积分 值 相同 , 即 有 如 下 定理 : 

定理 5 设 mE<= 十 2,f(z) 为 上 的 有 界 可 测 函 数 .车 有 界 函 数 g(x) 二 f(x)a.e. 于 
E, 则 


| f(z)dz = | g (xX)dz. 
E E 


证 明 因为 gx) 二 f(x)a.e. 于 EE, 有 是 f(x) 在 EE 上 可 测 , 所 以 g(x) 也 在 人 上 可 测 .再 由 
定理 2,g(Cz) 在 匹 上 LL 可 积 . 

设 FCz)=FCz) 一 5(Cz), 则 FCz) 王 0ae. 于 下 , 且 FGz) 在 已 上 也 为 有 界 函 数 , 即 存在 
M>0, 使 |FCz| 雪 M. 令 蕊 =ETFX0], 世 一 E 一 已 , 则 mmE,=0, 且 在 已 上 FCz) 一 0. 
于 是 


| Fcodz|< | Fey de =| IFCzldz 十 | [到 cz 
E E 已 局 
关 | [Fea de & Mm 一 由 
Eo 


即 |[ ,Fz)dz| = 0, 从 而 
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Ft = | fC)dzr—| pi = 
E E E 
因此 
| .fnaz = | scodz 
定理 6 设 mE 十 o,f/(z) 为 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 | f(z)dz = 0, 则 
f(x) = 0a.e. 于 E. 

证 明 往 证 mEL7>0] 一 0. 因为 EL/>0]= UE| 7 二 |, 令 马 = 相 > 二] (n=1， 

2,…) ,只 需 证 得 mE, 二 0. 由 于 f(z) 非 负 , 所 以 
0 =| Pez | f(z)dz+| f(z)dzr>| Pd SS mB,. 
E E, EE, E, n 


于 是 mE, = 0, 即 mE|f > 过]= 0 Gn 二 1,2,…) ,从 而 


mE[f>0]=mU mF DmE[/> 元 |= 0. 
故 z 开 [入 >>0]=0, 即 f(x) =0a.e. 于 E. 
L 积 分 的 绝对 连续 性 是 其 最 重要 的 性 质 之 一 ,在 许多 有 关 工 积分 的 定理 证 明 中 都 要 利用 
到 该 性 质 . 
定理 7( 积 分 的 绝对 连续 性 ) ” 设 f(x) 在 已 上 工 可 积 , 则 对 任意 s> 0, 存 在 6 守 0, 使 当 
ACE 有 mA 二 6 时 ,有 


war|<e, 即 lim | f(z)dz = 0. 
证 明 ”由 定理 4(6),|f(z)| 在 EE 上 工 可 积 . 设 |f(z)| 过 M(x EE). 对 任意 e 放 0, 取 
6 二 褒 ' 于 是 当 A CE 且 mA 二 6 时 ,有 


| 7codz|< | rz)ldz 有 MA 一 ME 一 e. 
A A M 


习 题 5.2 


计 ZE[0,1] 一 A， 


zr, ZEA， 人 |r 


1 设 AC[0,1] 为 可 数 集 ,7Cz) 一 | 


2. 计算 ] DGz)dz 一 0 与 JRCz)dz 二 0, 其 中 DCz) 为 狄 利克 雷 函 数 ,RCz) 为 黎 
曼 函 数 , 即 
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05 工 为 无 理 数 ， 
ls 元 一 05 1. 


3 设 mE 二 十 ,El ,E; ,EE, 为 E 的 & 个 可 测 子 集 . 若 王 中 的 每 一 个 点 至 少 属于 上 述 
个 子 集中 的 思 个 ,证 明 : 必 存 在 某 个 i,(1<io<k) ,使 mE 之 PmE. 


eo-| 


3 5.3 一 般 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 


前 面 我 们 定义 了 有 界 函 数 在 测度 有 限 集 合 上 的 工 积分 .为 了 使 LL 积分 处 理 的 函数 范围 
更 加 广泛 ,本 节 将 取消 积分 集合 为 测度 有 限 的 可 测 集 及 被 积 函数 为 有 界 函 数 的 限制 ,研究 一 
般 可 测 函 数 的 工 积 分 问题 .类 似 于 数学 分 析 中 定义 广义 积分 , 即 无 穷 限 积分 (积分 区 间 为 无 
限 区 间 ) 与 暇 积分 (被 积 函 数 为 无 界 函 数 ) 的 方法 ,我们 首先 将 测度 有 限 的 集合 上 有 界 函 数 的 
L 积分 推广 到 非 负 函 数 的 工 积 分 ,再 将 非 负 函数 的 工 积 分 推广 到 一 般 函 数 的 L 积 分 ,并 证 得 
与 有 界 函 数 在 测度 有 限 集 合 上 的 L 积分 几乎 完全 相同 的 基本 性 质 ,如 积分 集合 的 可 加 性 、 线 
性 性 .单调 性 、 绝 对 可 积 性 、 积 分 的 绝对 连续 性 等 . 


一 、 非 负 函 数 的 勒 贝 格 积分 


下 面 利 用 测度 有 限 集合 上 的 有 界 可 测 函 数 的 L 积分 定义 非 负 函数 的 工 积 分 . 由 定义 不 
难得 到 ,只 要 非 负 函数 可 测 ,其 L 积分 一 定 存在 (其 值 可 能 为 十 ce). 

定义 1 设 f(x) 为 定义 在 可 测 集 EC R" 上 的 非 负 可 测 函 数 . 若 存在 测度 有 限 的 单调 递 
增 可 测 集 列 {E;)21 ,满足 limEE 一 已 , 且 存 在 定义 在 王 上 的 单调 递增 有 界 可 测 函数 列 


(ACE 满足 imA(z)= 7Cz), 则 称 lim| ,f(z)dz (其 为 有 限 值 或 十 co) 为 /(z) 在 EE 
上 的 勒 贝 格 积分 , 记 为 | /(z)dz, 即 
| .f(adr = lim|, f(z)dz, 


其 中 集合 E 称 为 积分 集合 ,函数 /(z) 称 为 被 积 函 数 . 若 | .7(z)dz 为 有 限 值 , 则 称 f(z) 在 EE 
上 勒 贝 格 可 积 . 

注意 : (1) “存在 测度 有 限 的 单调 递增 可 测 集 列 {E }=，, 且 满足 limE, 一 E” 的 要 求 不 难 
做 到 ,例如 取 E;==ENN(O, 让 即 可 ; 

(2) “存在 单调 递增 的 有 界 可 测 函 数列 {f(z) )>, ,上 且 满足 limf.(z) 二 f(z)” 的 条 件 也 


$ 5.3 一 般 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 


不 难 做 到 ,例如 取 
f(x), f(z)&i, 


FAD =[f = landed 


即 可 ,其 中 [f(z)]; 称 为 f(x) 的 截断 函数 ; 
(3) 因为 ECkEaii 且 0 f(z) firi (zx) (i 二 1,2,…), 由 有 界 函 数 在 测度 有 限 集合 上 
的 工 积 分 的 性 质 , 知 


| Feadzs | Le Ee 


即 || f(z)dz)】 ”为 单调 递增 数列 ,于 是 lim| /,(zx)dz 存在 (其 为 有 限 值 或 十 co); 

(4) 为 方便 起 见 ,通常 {EE,) 吕 ;和 {f(z)) 吕 1 分别 为 (1) 与 (2) 中 的 取 法 . 

二 ,一般 函 数 的 勒 贝 格 积分 

任意 函数 f(z) 均 可 以 表示 为 其 正 部 函数 /* (z) 与 负 部 函数 广 (zx) 两 个 非 负 函数 之 
差 , 且 f(z) 在 EE 上 可 测 当 且 仅 当 /+(z) 与 f(z) 均 在 E 上 可 测 , 因此 , 当 f(x) 在 E 上 可 
测 时 ,由 定义 1,| . 广 (z)dz 与 | (x)dz 均 存在 . 于 是 可 以 定义 一 般 函 数 的 勒 贝 格 积 
如 下 ; 

定义 2 设 f(x) 为 定义 在 可 测 集 EE CR" 上 的 可 测 丽 数 . 若 | /*(z)dz 与 | /-(z)dz 
至 少 有 一 个 为 有 限 值 , 则 称 

| fdr 二 上 到 Caydz— | 广 Chi 

为 f(z) 在 EE 上 的 勒 贝 格 积分 (其 为 有 限 值 或 0) ,此 时 也 称 f(x) 在 EE 上 有 勒 贝 格 积分 ,其 中 
集合 已 称 为 积分 集合 ,函数 f(z) 称 为 被 积 西 数 , 若 | 广 (z)dz 与 | (zx)dz 均 为 有 限 值 ， 


则 | reoda 2 | 天 a -| (z)dz 为 有 限 值 ,此 时 称 f(x) 在 EE 上 勒 贝 格 可 积 . 

注意 : 由 L 积分 的 定义 不 难得 到 , 若 f(x) 三 0(xEE) 或 mE = 二 0, 则 f(x) 在 上 一 定 
L 可 积 , 且 | f(z)dz = 六 

由 有 界 函 数 在 测度 有 限 集合 上 的 世 积分 的 性 质 与 一 般 可 测 函 数 的 工 积分 的 定义 ,不 难 
证 明 一 般 可 测 函 数 的 世 积 分 具有 以 下 基本 性 质 : 

定理 1 设 f(z) 为 可 测 集 ECR”" 上 的 可 测 函 数 . 

(1) 若 jz) 在 已 上 有 EL 积分 (或 工 可 积 ), 则 其 在 巨 的 任意 可 测 子 集 上 也 有 上 积分 (或 
工 可 积 ); 
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(2) 设 EE= UE, 其 中 正 ; (i 二 1,2,…,m) 为 EE 的 互 不 相交 的 可 测 子 集 , f(x) 在 EE 
(i 二 1,2,…,m) 上 均 工 可 积 , 则 f(z) 在 EE 上 也 工 可 积 , 且 


| readz 和 > fa; 


(3) 若 f(z) (1 一 1,2,…,m) 都 在 下 此 LL 可 积 , 则 2 f(z) 在 上 也 工 可 积 , 且 


| Pfc0) a = > fa, 


(4) 若 jz) 在 已 上 有 工 积分 (或 工 可 积 ), 则 对 任意 常数 c,cf(Cz) 也 在 EE 上 有 工 积 分 (或 
工 可 积 ), 且 


| ef dz = | fC) dr; 
(5) (单调 性 ) 若 f(x) 与 g(x) 均 在 EE 上 有 工 积 分 , 且 f(x) 之 g(x) (zeEE), 则 
| readz < | gdz; 


(6)( 绝 对 可 积 性 ) 设 f(z) 在 上 可 测 , 则 f(x) 在 EE 上 工 可 积 当 且 仅 当 | f(z)| 在 E 上 
L 可 积 , 且 


reoaz|s | | Ra | as 
注意 : 与 有 界 函 数 在 测度 有 限 集合 上 的 世 积分 一 样 ,定理 1 中 的 (3) 与 (4) 可 合并 写成 


| (Deficw)ar = De | f(x)az, 


同样 称 其 为 L 积分 的 线性 性 质 . 

例 设 函 数 f(z) 在 E=[0,1] 上 可 测 ,| f(z)|In(1l 十 | f(z)|) 在 上 工 可 积 ,证 明 : f(x) 
在 EE 上 工 可 积 . 

证 明 因为 f(z) 在 EE 上 可 测 , 所 以 |f(z)| 在 EE 上 亦 可 测 . 又 因 1n(1l 十 |f(z)|) 为 E 上 
的 连续 函数 , 故 其 在 玉 上 也 可 测 , 从 而 非 负 函数 |f(z)|1In(1 十 |f(z)|) 为 上 的 可 测 函 数 . 

设 E'=E[|f|<el],E,=E—E, , 则 


| |fCz)) dz= | falaz+t| |f Cx)| dz 
E Ei E, 
:| edz+ | [天 ea 天 ML 二 [#2] yds 


= emE, +|. |FCz)lln(l 十 | FGz)l )dz. 
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因为 |f(z)|In(1 十 |f(z)|) 在 EE 上 工 可 积 , 由 定理 1(1), 其 在 E, 上 也 L 可 积 ,所 以 
| |fCz)|InC 十 |fCz)|)dz 二 十 co. 又 因为 emE, 之 ;所 以 


emE' +|, | FCz)lln(l 十 | FGz)|)dz 一 十 ce. 


因此 | |flz)dz<< 十 co, 即 |f(z)| 在 EE 上 二 可 积 .再 由 定理 1(6), 知 f(x) 在 EE 上 的 LL 可 积 . 


由 下 面 的 定理 可 以 看 到 ,L 可 积 函数 是 几乎 处 处 取得 有 限 值 的 . 因此 , 若 使 函数 取得 无 
穷 值 的 点 所 构成 集合 的 测度 大 于 零 ,该 函数 一 定 不 是 L 可 积 的 . 
定理 2 设 函 数 f(x) 在 可 测 集 ECR”" 上 工 可 积 , 则 
mE[f=++T%~]=mE[f=—c]=0, 
即 f(z) 在 玉 上 几乎 处 处 取 有 限 值 . 
证 明 我 们 仅 证 mE[f 二 十 2] 二 0, 同 法 可 证 mE[ f= 一 020]==0. 
用 反 证 法 . 若 不 然 , 假 设 mE[ 一 十 co] 王 9>>0, 则 必 存 在 正 整数 :使 


m(E[f=+o0JN NGO,i))>3>0. 
令 Ei 二 E[f 二 十 2 站 NN (O,i), 则 对 任意 正 整 数 , 有 
| 广 eodz> | 广 codz>>| ,Lf C2) dz 
一 kmE! 之 急 一 + (k—> co)， 
从 而 | /*(z)dz = 十 oo. 这 与 f(z) 在 E 上 工 可 积 矛 盾 . 


有 了 下 面 的 定理 ,今后 我 们 可 以 将 求 函 数 的 二 积分 问题 转化 为 求 与 之 几乎 处 处 相等 的 
函数 的 工 积分 问题 . 

定理 3 设 函 数 f(z) 在 可 测 集 ECR"* 上 有 工 积 分 .车 g(x) 二 f(z)a.e. 于 E, 则 g(x) 在 
无 上 也 有 LL 积分 , 且 


| Rd = | Ss 
E E 


证 明 因为 f(z) 在 EE 上 有 工 积 分 , 故 f(z) 在 上 可 测 . 又 g(x) 二 f(x)a.e. 于 ,所 以 
g(ZX) 在 E 上 也 可 测 . 设 EE==E[f 了 gj],El 二 EF 一 Bo,; 则 mEo 二 0, 目 在 E 上 g(x)=f(z). 
于 是 


| Pe Pn | Pr | gC =| Ee 
E, E, E) 已 
从 而 g(x) 在 EE 上 也 有 工 积 分 , 且 
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| i 到 | gcz)dz 十 | wade =| flzdz+t| FC = | Fd 
E El E, El E0 E 


由 定理 3 易 得 ,者 可 测 函 数 f(x) 在 可 测 集 上 几乎 处 处 为 零 , 则 其 一 定 勒 贝 格 可 积 , 且 
积分 值 为 零 . 下 面 证 明 反 之 也 成 立 , 证 明 方 法 与 5.2 定理 6 的 证 明 完全 相同 . 


定理 4 ” 设 函数 f(x) 在 可 测 集 EC R" 上 工 可 积 ,f(x) 之 0. 车 | f(az 二 0, 则 


f(z)=0a.e. 于 E. 

下 面 对 一 般 可 测 函 数 的 工 积分 给 出 积分 绝对 连续 性 定理 . 该 定理 是 关于 工 积 分 的 一 个 
十 分 重要 且 适 用 的 定理 ,在 解决 许多 问题 时 都 要 借助 于 它 . 

定理 SC 积分 的 绝对 连续 性 )  ” 设 函 数 FCz) 在 可 测 集 下 CC R” 上 工 可 积 , 则 对 任意 e 二 0， 
存在 6 放 0, 使 当 A CE 日 mA 二 5 时 ,有 

reoar|= sz 即 lim | f C2)dz = 也 
证 明 (1) 若 f(zx) 在 EE 上 有 界 , 即 存在 M 放 > 0, 使 | f(z)| 过 MM (xEE), 于 是 
razl<] | A) de Nad 0 mk 0). 


(2) 设 f(z) 在 EE 上 无 界 .由 于 f(x) 在 E 上 工 可 积 , 则 |f(z)| 也 在 上 工 可 积 .由 非 负 
函数 工 积分 的 定义 : 
[a [Fadi = lim| Ered a, 
从 而 对 任意 s > 0, 存 在 正 整 数 记 ,使 当 i 二 i, 时 ,有 
| Faldaz=-| [lfea)lldr < 
特别 地 , 取 N = 加 十 1, 于 是 也 有 
jeoldaz 一 | CeoDwdz<< 生 
因为 [f(z)|]y 在 已 上 有 界 ,由 (1) ,对 上 述 e>>0, 存 在 $>0, 使 当 ACE 有 上 且 mA 二 6 时 ， 
有 
| 
于 是 ,对 任意 6>>0, 存 在 6>0, 当 ACE 且 mA<<8 时 ,有 
reodz|s | caldz 


=| fnlaz+t| Cezl 一 [lfcoD]w?dz+| [|f Cz))| Jndz 
A—ANEN N ANEN 


ANE, 


$5.3 一 般 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 


< Goldz+j CFD ODN) d+], lceoDwdz 


[f(z)| dz 一 | [| 7Cz)]wdz 十 | [If Cx) ydz 


BE 


即 lim| f(z)dzr = 0. 
注意 : (1) 由 上 面 的 证 明 过 程 可 以 看 到 ,该 定理 的 结论 可 以 加 强 为 
lim|. [FC gir = 0. 
用 “e-6” 语 言 可 叙述 为 : 对 任意 s 二 0, 存在 0, 使 当 ACE 且 mA < 二 6 时 ,有 
| realdz<s 


(2) 在 证 明 与 L 积 分 有 关 的 命题 时 经 常 采 用 上 面 证 明 的 方法 , 即 先 讨论 积分 集合 为 
有 限 可 测 集 , 被 积 函 数 为 有 界 函 数 的 情形 ,然后 再 利用 一 般 可 测 函 数 L 积分 的 定义 进行 
证 明 . 

因为 可 测 函 数 与 连续 函数 有 着 密切 的 关系 ,我 们 可 以 证 明 L 可 积 函 数 的 积分 可 以 用 连 
续 函 数 的 积分 逼近 , 即 有 下 面 的 定理 . 借助 该 定理 ,我 们 可 以 更 加 深入 地 研究 L 可 积 函 数 的 
性 质 . 

定理 6( 可 积 函数 的 连续 逼近 定理 ) 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,56] 上 工 可 积 , 则 对 任意 
e>0, 存 在 [a,b]J 上 的 连续 函数 g(x) ,使 


| ,| fz) 一 p(z)|dz =e. 


证 明 记 E=[a,6bj. 设 e, 二 EL | 了 这 nj, 则 el(n 二 1,2,…) 为 单调 递减 的 可 测 集 列 , 且 
lime, 一 EL| 7 一 十 ce]. 


limme, =mE[ |f|=+%]=0. 
因为 /(z) 在 已 上 工 可 积 ,由 积分 的 绝对 连续 性 ,有 lim| |/(z)| dz = 0. 于 是 ,对 任意 
e 二 > 0, 必 存在 正 整 数 NN ,使 
N»emenw ot [F(a ds 


令 Fn 一 E 一 en ;对 f(x) 在 Ev 上 应 用 3 4.3 的 定理 2( 和 鲁 金 定 理 ), 则 存在 闭 集 FyCE、 
这 
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(1) m(En— Fy ni 


(2) 在 Fw 上 9(z)=f(7x), suplp(z) | = sup |f(z)|<N. 
因此 ,有 
| ,7cn 一 pczldz= | 17cz 一 pz)|dz 十 | 2 


过 | [Fes 半生 | ee se [Ha — pt | de 


[3 E 
去 才 十 Nmew 十 2N 1 


E & e 
关 可 十 让 直 高 E. 


三 、 勒 贝 格 积分 的 几何 意义 


L 积分 对 R 积分 的 推广 不 仅 体 现在 定义 与 诸多 性 质 上 ,其 几何 意义 也 与 R 积分 的 几何 
意义 相 类 似 . 非 负 函数 的 R 积 分 的 几何 意义 为 其 下 方 图 形 的 面积 ,而 工 积 分 的 几何 意义 为 
其 下 方 图 形 的 测度 ,其 包含 的 内 容 更 加 广泛 . 对 于 工 积分 的 许多 性 质 ,我 们 可 以 考虑 用 其 几 
何 意义 加 以 证 明 , 其 过 程 简单 ,便于 理解 . 

为 了 介绍 L 积分 的 几何 意义 ,我 们 先 引 入 一 个 概念 一 一 下 方 图 形 . 

定义 3 设 f(x) 为 定义 在 ECR"* 上 的 非 负 函数 , 称 R"'! 中 的 点 集 

{ (zz)| 工 GE 已 ,0 委 z 委 FCz) ) 
为 f(x) 在 玉 上 的 下 方 图 形 , 记 为 GC(E, 放 ). 

下 面 的 定理 给 出 了 勒 贝 格 积分 的 几何 意义 . 

定理 7 设 f(z) 为 可 测 集 ECR” 上 的 非 负 函 数 , 则 Fz) 在 下 上 可 测 当 且 仅 当 其 下 方 图 
形 GC(E, 了 有) 为 R”™! 中 的 可 测 集 , 且 当 f(z) 在 上 可 测 时 ,有 


I f(z dz = mG(E,N). 


由 于 该 定理 的 证 明 过 程 比较 繁杂 ,这 里 省 略 . 

注意 : (1) 非 负 可 测 函 数 的 积分 也 是 一 种 测度 ， ss 耸 本 质 上 也 为 测度 
论 ,积分 论 中 成 立 的 许多 结论 都 可 以 用 相应 的 测度 语言 叙述 ; 

(2) f(z) 在 可 测 集 EE 上 工 可 积 当 且 仪 当 mG(E,f1 ) 与 mG(E,f”) 均 为 有 限 值 , 且 


| Plaid = WE Fy Eh 
E 


§ 5.3 ”一般 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 


习 题 5.3 


1. 设 {f,(z))>; 为 可 测 集 EE 上 的 非 负 工 可 积 函 数列 , 且 lim| f,(z)dz = 0, 证 明 ， 
f(z)>0 于 EE 

2. 设 /(z) 为 可 测 集 已 上 的 非 负 工 可 积 函 数 , 忆 , = EL > 四 Cn 一 1,2,…), 证 明 ， 
DmE, <+ oo. 

3. 设 mE < 十 o,f(z) 为 已 上 的 非 负 可 测 函 数 ,证 明 ， f(z) 在 上 工 可 积 当 且 仅 当 

De 
4 设 wE 之 oo0,f(z) 为 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 可 测 函 数 ,E, = E[n 一 1 之 二] 
(nn 二 0, 士 1, 土 2,…), 证 明 : f(z) 在 EE 上 工 可 积 当 且 仅 当 
5 al mE, <+~. 


5, 设 mE 一 十 ceo, jz) 为 已 上 的 非 负 工 可 积 函 数 ,e， = E[f 顽 n] (nn 二 1,2,…), 证 明 : 


limn »。 me, = 0. 


no00 


6. 设 {了 ,(z)) 之 1 为 可 测 集 上 的 非 负 递 碱 可 测 函 数列 ,limf,(z) = 7z), 且 存在 mm， 
使 f(x) 在 已 上 工 可 积 , 证 明 : 
lim| 六 cz)dz = | Fla)de 
7. 设 函 数 f(zx) 在 可 测 集 已 上 可 测 ,证 明 : 对 任意 常数 a > 0, 均 有 
mE[z||f(2)|>al< | fdz, 


mE[z|f(zx) 宇 a]|< "| el dr， 
E 


8. 设 函 数 f(x) 在 可 测 集 EC RR 上 工 可 积 ,证 明 : 对 任意 e 二 0, 存在 民 上 的 连续 函数 
h(x) ,使 


| ,fez) —h(z)|dr=e. 


车 太 是 有 界 集 , 则 可 以 要 求 h(x) 为 多 项 式 . 
9. 设 mE 0, 函 数 f(z) 在 已 上 EL 可 积 . 若 对 任意 有 界 可 测 函 数 gCz), 有 


| repgcodz = 人 @; 
证 明 : XY(xz) = 0ae 于 瓦 
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8 5.4 勒 贝 格 积分 的 极限 定理 


与 R 积分 一 样 ,在 引入 工 积 分 之 后 ,我 们 自然 关心 函数 列 L 积分 的 极限 与 该 函数 列 极 
限 的 工 积 分 是 否 相 等 这 个 重要 并 且 有 广泛 应 用 的 问题 . 在 数学 分 析 中 ,为 了 讨论 这 类 问题 ， 
或 者 需要 十 分 复杂 的 推导 与 演算 ,或 者 要 求 函 数列 满足 较为 苛刻 的 条 件 . 本 节 中 我 们 将 看 
到 ,L 积分 在 实现 积分 与 极限 交换 次 序 方面 所 要 求 的 条 件 比 R 积分 宽松 得 多 . 这 点 也 正 是 勒 
贝 格 引 入 世 积分 的 最 大 成 功 之 一 . 下面 将 介绍 的 勒 贝 格 控制 收敛 定理 、 勒 维 (B. Levi,1875 一 
1928) 渐 升 列 积分 定理 与 法 都 (P. Fatou,1878 一 1929) 引 理 尤 为 重要 ,它们 通常 称 为 L 积分 的 
三 大 极限 定理 ,在 函数 论 领域 中 有 着 十 分 广泛 的 应 用 . 

对 于 R 积分 ,在 求 lim| f(z)dz 时 ,为 了 实现 积分 与 极限 之 间 的 交换 次 序 ,一 般 需 要 函 
数列 {f(zx) }2! 在 闭 区 间 [La,o] 上 具有 一 致 收敛 性 ,但 这 个 条 件 在 实际 应 用 中 却 不 容易 满 
足 . 

事实 上 ,一 致 收敛 条 件 是 积分 与 极限 交换 次 序 的 充分 而 非 必要 条 件 . 例如 ,考虑 孙 数 列 

f(xX)=zx” (0Zzr<1l;n=1,2,".). 
它 在 闭 区 间 [0,1] 上 处 处 收敛 于 极限 函数 


但 却 不 一 致 收敛 于 f(x) ,此 时 
lim| "dx = lim n = Qs | limz"dz 一 | .f(az = 0， 

即 积分 与 极限 仍 可 以 交换 次 序 . 

我 们 有 比 要 求 函 数列 一 致 收敛 弱 的 R 积分 意义 下 的 有 界 收敛 定理 : 

设 {f,(x)) 这 1 是 定义 在 闭 区 间 [a,65] 上 的 函数 列 , 其 满足 如 下 条 件 : 

(1) f(x) (n 二 1,2,…) 均 在 [a,b] 上 R 可 积 ; 

(2) | f(z)| 志 KC(zE[a,6],K>0 为 常数 ;n= 二 1,2,…); 

(3) limf, (zx)=f(7); 

(4) f(z) 在 [a,5b] 上 R 可 积 ， 
则 


b b 
lim| 下 《二 | Fen. 


在 上 面 的 定理 中 要 求 极 限 函 数 是 R 可 积 的 ,但 即便 是 单调 递增 且 一 致 有 界 的 R 可 积 函 
数列 ,其 极限 函数 也 未 必 R 可 积 . 例如 , 设 闭 区 间 [0,1] 中 全 体 有 理 数 排 成 的 无 穷 序 列 为 


可 证 数 论 gq 
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{m Ta，"…) ,考虑 定义 在 L0,1] 上 的 函数 列 
yo 1， Zz=ri 72 rss a 
f(z)= 0， 营业 (n=1,2,.…). 
显然 {f, (x) }>! 为 单调 递增 的 R 可 积 函 数列 , 且 | 亡 (z)| 委 1(C2z 一 1,2,…) ,其 极限 函数 为 狄 
利克 雷 函数 DCz). 由 前 面 的 讨论 ,可 知 D(z) 在 [0,1] 上 却 不 是 R 可 积 的 . 
而 在 工 积 分 意义 下 ,只 要 函数 列 满足 上 述 (1) 一 (3) 相 应 的 条 件 , 其 极限 函数 一 定 L 
可 积 . 


一 、 勒 贝 格 控制 收敛 定理 及 其 推论 


作为 L 积分 与 极限 交换 次 序 的 充分 条 件 , 勒 贝 格 控制 收敛 定理 有 着 广泛 的 应 用 ,是 LL 积 
分 理论 中 最 为 重要 的 结果 之 一 ,其 证 明 方 法 有 一 定 的 代表 性 与 启示 作用 . 
定理 1( 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ) 设 可 测 集 已 上 的 可 测 函 数列 ( 广 (z)} 忆 :满足 如 下 
(1) | f(z)| 志 F(zx)a.e. 于 E(n=1,2,…), 且 F(z) 在 E 上 可 积 ; 
(2) ff 于 EE, 
则 f(z) 在 E 上 L 可 积 , 且 


lim| f(z)dz 主 | faz. 
证 明 因为 f,>f 于 EE, 由 黎 斯 定理 ,存在 {f(z))21 的 子 列 { f(x) }) 人 21, 使 
limf,, (zx)=f(z)a.e. 于 EE. 


又 因为 {f(z)}) 况 为 上 的 可 测 函 数列 ,所 以 {f(z)) 宇 1 亦 为 上 的 可 测 函 数列 ,于 是 其 
极限 函数 jz) 为 下 上 的 可 测 函 数 , 进 而 | f(z) | 在 EE 上 也 可 测 . 由 已 知 , 有 

|f, (Xz)|<F(zr)a.e. 于 E, 
故 其 极限 函数 f(x) 也 满足 |f(z)| 二 F(z)a. e. 于 E. 因 为 F(x) 在 EE 上 可 积 ,由 工 积 分 的 
性 质 , f(z) ,f(z) (2 一 1,2,…) 均 在 下 上 LL 可 积 . 


下 面 证 明 lim| f(z)dz = [_/(z)dz. 我 们 分 两 种 情况 进行 证 明 ， 
情况 1: mE<= 二 oo. 


因为 F(z) 在 上 工 可 积 ,由 工 积 分 的 绝对 连续 性 ,对 任意 二 0, 存 在 6 二 0, 使 当 eCE 
且 me 二 6 时 ,有 


| Fcodz 一 <. 


又 因为 所 之 f 于 EE, 令 o= 瑟 ' 由 依 测 度 收敛 的 定义 , 则 对 上 述 6 二 0, 存 在 NEZ, ,使 


二 汪 Eee 
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当 7 之 入 时 ,有 
mE[ | 亡 一 | 伺 c] 志 0. 
取 e==E[|f, 一 f| 宇 cj], 则 有 
| F(zx)dz = £. 
Ef|/,—/|>0] 4 


因此 ,对 任意 s 之 0, 总 存在 NEZ; , 当 n 宇 N 时 ,有 
eu- fewer|< fr) 一 FCz) | dz 


[fx) 一 Acz)ldz+| [C29 guy [de 


| EL|/,—/|<a] 


| F(z)dr+o* mE[|f,— f|<=o] 
ET1/,—/I>q] 


一 和 


E _E&€ E 
<2. to*mE = +y 
即 当 mE 一 上 co 时 ,lim| f(z)dz 号 | readz 成 立 . 
情况 2 : mE= 十 oc. 
因为 F(z) 在 上 工 可 积 , 由 非 负 可 测 了 水 数 LL 积分 的 定义 ,有 
| Cy = lim| FFC) ld 
E 了 E, 
| FCndz—| [F(z) dz = EE. 
E 已 4 
| F(zdz—| EP jds ee， 
E E, 4 
故 


| F(z)dz= | F(z)dz—| dd 
EE; E E, 


= | F(zdzr—| Ee 
E E, 4 


因为 | f(z) | 二 F(x)a.e. 于 EE, 且 |f(x)| 二 F(x)a.e. 于 ,所 以 有 
[f(z)— f(r) |<2F (zr)a. e. 于 EE.,. 
又 因为 f, 过 f 于 已 ,由 依 测度 收敛 的 定义 , 易 得 | 亡 一 站 一 0 于 EF, 从 而 当然 也 有 |f, 一 了 | 过 0 
EE 
由 情况 1, 对 上 述 se>0, 存 在 NEZ;, 当 nn 宇 N 时 ,有 
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| [fCz) — flz) |dz Ge 总 ， 
E; 


于 是 
| 天 Cdz 一 | f(z)dz|< | 5 = Lal 
E 
=| cz)ldz+| — f(z)|dz 
下 一 E. 正 ; 
证 
<2), ,Fdzt 5 
< 一 . A = 
即 


no0 


注意 : (1) 定理 中 的 条 件 (2) 改 为 limf,(z)=f(z)a.e. 于 E 时 ,结论 依然 成 立 . 事实 上 ， 
当 mE< 十 co 时 ,由 limf,(z) 二 f(z)a.e. 于 已 可 以 得 到 帮 ,了 于 瑟 ; 当 mn 开 一 十 ce 时 ,利用 情 
况 2 的 证 明 方法 可 得 结论 成 立 . 

(2) 通常 称 函 数 下 (xz) 为 函数 列 { f(x) } 呈 :的 控制 函数 . 


例 1 求 lm| 天 1 工 十 7 


im| 二 | 


本 Sin zdx. 


解 设 fC2) = Essinz (rE (0, 十 oo);n 二 1,2,…). 因 f(x) 在 (0, 十 co) 上 连 
续 , 故 其 为 (0, 十 co) 上 的 可 测 函 数 , 且 在 (0, 十 2) 上 ,limf, (zx) 二 0. 
nyz nVz nVz 1 一 元-1/2 ， 


< < 
二 nr? nx nz 


~ 
ST 
这 W253 0 二 地 入 1， 
令 FCD=| 四 则 在 (0, 十 co) 上 ,| 了 f(z) | 二 F(z). 因为 
xz, zl1, 


十 co 1 十 oo 
| FC | PCB = | FCz)dz 十 | pl) ds 
(0 ,十 ce) 0 0 二 


= | eart| sdz 一 2 十 2 一 4， 
0 1 
即 F(z) 在 (0, 十 co) 上 工 可 积 ,由 定理 1, 有 
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im| 。 +co) sn ce | (im 1 1 Tn zjdz = 0 


作为 勤 贝 格 控制 收敛 定理 的 推论 , 勤 贝 格 有 界 收 敛 定理 的 形式 更 为 简单 . 

推论 1( 勒 贝 格 有 界 收敛 定理 ) 设 可 测 集 下 上 的 可 测 函 数列 { 户 Cz) ) 世 :满足 如 下 
条 件 : 

(1) mE<=+To; 

(2) | f(z) | 二 Ka.e. 于 EE (K>0 为 常数 ;n= 二 1,2,…); 

(3) limf,(z)= f(z)a. e. 于 FE 或 f, 二 ff 于 E， 
则 f(z) 在 EE 上 工 可 积 , 且 

lim| f(z)dz = | f(z)dz. 

证 明 因为 mE<=< 十 co, 取 F(z) 圭 K, 则 F(x) 即 为 函数 列 {f,(z)})%>| 的 控制 函数 . 由 勒 
贝 格 控制 收敛 定理 ,结论 成 立 . 

注意 : 由 于 在 上 述 定理 中 K 为 函数 列 {f,(z)})21 的 一 个 界 ,因此 该 定理 通常 称 为 勒 贝 
格 有 界 收敛 定理 . 

因为 导数 本 身 是 利用 极限 来 定义 的 ,由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ,可 以 得 到 如 下 积分 与 导数 
的 换 序 定理 : 

推论 2 设 FGz,y) 为 团 矩 形 {(z,y)|a 委 z 委 0c 委 > 入 d) 上 的 二 元 函数 . 若 对 任意 yE[Lc,d]， 
FFCz,y) 都 是 工 的 工 可 积 函 数 ,对 几乎 所 有 的 zELa,pj,FGz,y) 对 yy 的 偏 导 数 都 存在 ,并 且 
存在 La,bj] 上 的 可 积 函 数 g(x) ,使 对 任意 的 yE [c,d] 及 充分 小 的 |t| ,有 


| LO/ |<ecoa e. 于 [La ,0 ， 


则 含 参 变量 y 的 工 积分 | 7(z,y)dz 在 [c,d] 上 可 导 , 且 


d 


= 9 
司 辣 f(x,y) dz = 上 汉 fGz,y)dz 


证 明 对 任意 yE Lesad ls 取 数 列 { {ts } 世 1， 使 其 满足 : 名 夭 0,limbp 一 0, 且 请 十 yE [cd] 
(n=1,2,.…). 由 已 知 , 对 几乎 所 有 的 rElLa,b], 有 
i 


n>o0 


te, 


因为 arama te 的 控制 函数 ,所 以 由 勒 贝 格 控制 收敛 定 
理 , 有 


| 3 ney, >)dz= | m 故 人 袜 2) 1 
[ae OY [aib] n> 


co 
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a lim| fT yt) fz) 
一 coJ [a,b] 如 


1 _ 

= lim 二 [| feesy +s) dr | ,fry dr] 
2 | 

二 ne rd TY dx. 

二 、 勒 维 定理 


单调 上 升 的 函数 列 一 定 存在 极限 ,下 面 的 勒 维 渐 升 列 积分 定理 给 出 了 任意 非 负 递增 可 
测 函 数列 的 积分 与 极限 都 可 以 交换 次 序 . 这 是 R 积分 所 不 具有 的 .因此 ,在 积分 与 极限 交换 
次 序 方面 ,L 积分 对 函数 列 的 要 求 的 确 比 R 积分 弱 得 多 . 


定理 2( 勒 维 渐 升 列 积分 定理 ) ” 设 {f,(z)} 交 ;为 可 测 集 E 上 的 非 负 递增 可 测 函 数 
列 , 即 


fz) ftir) (TEE;n=1,2,.…),， 
则 


lim| fC)dz = Wm, Che, 
n>o0JE E no0 


证 明 因为 {f,(z))2! 为 上 的 非 负 递增 可 测 函 数列 ,其 一 定 存在 极限 函数 , 设 
limf,(z) 二 f(z), 则 f(x) 在 EE 上 非 负 可 测 . 


下 面 证 明 lim| f(z)dz = | f(z)dz. 
一 方面 , 因 {ftir) 二 单调 递增 , 故 在 EL 上 f(z) f(r)n = 1,2,*…). 由 L 积 分 的 单 
调 性 , 知 { | .7.Cz)dz} 为 单调 递增 的 数列 , 且 


| fdr < | fodz, 


从 而 lim| 7.Cz)dz 存在 , 且 


lim| 六 Codz <| rcoDdz 
男 一 方面 ,考虑 {f,(z) ) 忆 :的 截断 函数 列 { 人 [万 (Cz)]x ) 王 : ( 开 盖 0 为 常数 ) , 则 在 下 上 ,有 
Him[ 记 Cz)]k 一 [LACz)]x， 
事实 上 , 任 取 EE, 若 对 一 切 > 天 , 均 有 f(zo)<K, 则 f(zo)<K. 于 是 ,由 limf,(z)= 
f(z) ,得 
lim[ fCz0) Jx = [fe0) Je = zi 
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若 存 在 no 之 K ,使 f(zxo)K, 则 由 {f(z)}21 单 调 递增 ,对 一 切 mn 之 no ,都 有 广 Czo)> 开 , 且 
f(zo) 这 K, 即 当 n 之 no 时 ,[f,(zo)]k 二 [f(zo)]x 二 K. 故 


lim[ f(xo) Jx= [f(zo) ]k 王 天. 
因为 [f(z) ]x 夸 K, 由 勒 贝 格 有 界 收 敛 定理 ,有 


| ER | lim[f,(z) Jxdz = lim| Ee) Td 


过 lim| i 
从 而 
| readz 和 lim| [a lim| Cin 
E K—o°. Ex n>cooJE 


综 上 ,lim| f,(z)dz 三 | copdz 成 立 . 


注意 : 车 定理 中 条 件 (1) 变 为 {f,(z) } 中 ;单调 递减 , 则 结论 未 必 成 立 . 如 取 fz) 三 二 

(zEE=[0, 十 0)), 则 {f(z))%1 为 E 上 的 单调 递减 非 负 可 测 函 数列 , 且 
limf,(z)=f(z)=0. 

而 | f(z)dz =+co,| f(z)dz = 0, 故 


lim| .Acadz 和 z | eadz 


思考 : 单调 递减 的 可 测 函 数列 在 满足 什么 条 件 时 ,可 以 实现 L 积分 与 极限 交换 次 序 ? 

因为 非 负 函数 项 级 数 的 部 分 和 函数 列 是 单调 递增 的 ,利用 勒 维 渐 升 列 积分 定理 ,可 以 证 
得 下 面 的 逐 项 积分 定理 . 该 定理 说 明 L 积分 在 与 求 和 运算 交换 次 序 方面 也 比 R 积分 对 函数 
项 级 数 的 限制 少 得 多 . 只 要 函数 列 中 的 所 有 函数 均 非 负 可 测 ,函数 项 级 数 就 可 以 逐 项 积分 ， 
这 为 积分 估 值 提供 了 有 效 工 具 . 


定理 3( 勒 贝 格 逐 项 积分 定理 )” 设 {f,(z)}2i 为 可 测 集 E 上 的 非 负 可 测 函 数列 , 则 
[D0)ar = 3) | fC)dr. 


n=1 


证 明令 mwCz) = >) 太 (z), 则 {s%(z)} 呈 ;为 已 上 的 非 负 单调 递增 可 测 函 数列 , 且 
k=1 


lims, (x) 一 Ya 
由 勒 维 渐 升 列 积分 定理 ,有 


| (Bf) d= im| sar = lim > | mcoadz 
BV < mocoJ E “lv 


实 变 起 数 夫 | 
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co 


= | f(x) dx. 
L 积分 不 仅 具 有 有 限 可 加 性 ,还 满足 下 面 的 可 数 可 加 性 ,这 就 使 得 它 在 应 用 上 方便 很 


> 号 1 
明 : oo 过 
例 2 证 明 : | = I zln dz 一 > CR (k 之 一 1). 


n=1 


证 明 当 |z|<1 时 ,一 = Dx", 所 以 


2 ~ ki+n 土 
Im 二 一 Ziz mn 过 (z€(0,1)). 


因为 zeln 一 在 (0,1) 内 连续 ,所 以 其 为 (0,1) 上 的 可 测 函 数 . 又 zln 二 之 0 (一 0,1,2,…)， 
由 定理 3, 有 


_ 芯 人 这 
IE 1 ee Be i 3 z In =dzx 


(0,1) 


- >: 2 站 和 2 i 


推论 (L 积分 的 可 数 可 加 性 ) 设 f(z) 在 可 测 集 巨 上 有 工 积 分 ,E= UE, 其 中 E,(i=1, 
2 ,…) 为 互 不 相交 的 下 的 可 测 子 集 , 则 


f(r)dz = S f(x)dz. 
上 > 


证 明 设 


f(z)s ZEEr, . 
filz) = (一 1,2，…)， 


0， we 一 用 
则 (f(z))21 为 下 上 的 非 负 可 测 函 数列 , 且 /7 (z) 一 忆 Fo 由 勒 贝 格 逐 项 积分 定理 ,有 
| Preaia=- [fa 和 > far Df nd. 
同 理 可 证 
| 广 Ce = > | Fan 
因为 /(z) 在 E 上 有 工 积分 ,所 以 | /*(z)dz 与 | /-(z)dz 至 少 有 一 个 为 有 限 值 . 因此 


104 
第 五 章 勒 贝 格 积分 理论 


| remaz= | 


口 


de -| 六 人 


| 


人 人 


pny — f (zx)dz 
> 3 


| . [E+ td — fwy Jd 


i=] 


| 
Ws 


| fx)dz. 


i=1 


三 、 法 都 引 理 


法 都 引 理 是 所 有 非 负 可 测 函 数列 都 具有 的 性 质 , 其 常用 于 判断 极限 函数 的 工 可 积 
定理 4( 法 都 引 理 ) 设 {f,(z)) 总 1 为 可 测 集 E 上 的 非 负 可 测 函 数列 , 则 
| ,limf. (Ddz < lim| fdz. 


证 明 令 gn (7) =inf (frrelz) } (TEE), 则 {g,(z))2 是 EE 上 的 非 负 单 调 递 增 可 测 函 
数列 ,g,(z) 委 广 (z)(2 王 1,2,…), 且 
limf, (zx)=limg, (zx). 
由 勒 维 渐 升 列 积 分 定理 ,有 


| limf,(z)dz= | limg, (zx)dz = lim| gn(XT)dzx 
E n=oo E n> n>o0JE 


三 lim| Ea (RE)dF A lim|, f(x) dx. 


注意 : 由 于 对 该 定理 中 的 函数 列 {f.(zx) )2! 没 有 假定 递增 性 , 故 结论 中 的 严格 不 等 号 
确实 可 以 成 立 .例如 , 设 f(x) 二 nz”' (xzEL0,1j;n 二 1,2,…). 根据 R 可 积 与 L 可 积 的 关 
系 , 因 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 故 其 R 可 积 ,从 而 其 在 [0,1] 上 也 工 可 积 , 且 


1 1 
| 户 (Cz)dz = | f(z)dz = ' ne™ w= [z= 
[0,1] 0 0 
所 以 tm| f(z)dzr 二 而 lmf,(x) 一 0CzE[0,1)), 故 
od Eo re 
| i | lim Coedz = 
请, 这 二 二 [6 
于 是 


| , lmf"(z)dzr < lm| 万 (z)dzr， 
思考 : 非 负 可 测 函 数列 下 极限 的 L 积分 与 其 L 积分 的 下 极限 有 什么 关系 ? 


$5.4 勒 贝 格 积分 的 极限 定理 


虽然 二 积分 与 广义 及 积分 无 必然 联系 ,但 在 满足 一 定 的 条 件 下 ,由 广义 及 积分 的 存在 性 
可 以 推出 其 工 积分 的 存在 性 , 且 二 者 的 积分 值 相同 , 即 下 面 的 定理 5 与 定理 6. 
定理 5 设 f(z) 为 (a,b] 上 的 非 负 有 界 连续 函数 , 且 limf(z) 一 十 se. 若 上 暇 积分 


| f(x)dz ( 黎 昌 反常 积分 一 被 积 函数 为 无 界 函 数 的 情形 ) 存在 , 则 f(z) 在 [a,6] 上 工 可 
积 , 且 


b 
| (zydz = | f(z)dz. 
[a,b] a 


证 明 补充 定义 f(a) 二 十 oo. 因 为 f(z) 在 (a,b] 上 连续 ,所 以 其 在 (a,5] 上 一 定 可 测 . 
而 单 点 集 {a } 为 零 测 集 , 故 f(x) 在 {a} 上 也 可 测 .于 是 f(z) 在 (a,5]U {a} 二 La,b6j 上 为 可 测 
函数 . 
任 取 一 个 单调 递减 的 正 数列 {6, } 字 : ,使 其 满足 : 0 和 es < 一 a, 且 lime, 二 0. 令 p, (Xx) 为 
[a 十 e, ,60] 的 示 性 函数 , f(z) 一 gp, (xX)f(x) (nn 一 1,2,…). 因 f(x) 在 [a 十 e,,5] 上 R 可 积 , 故 
f(z) 在 [a 二 e,,6] 上 也 工 可 积 , 从 而 f, 《zx) 在 La,b6] 上 工 可 积 , 且 
a 一 | fd 


| f(x) dz 一 | f(z) dz = | 
名 fats, ;的 ohe 
因为 f(z) 在 (a,b] 上 的 暇 积分 存在 且 非 负 , 所 以 


b b 
| fwdr 3 lim| FE di 
a yg Ve, 


由 f(x) 的 定义 ,可 知 {f,《z)}) 这 1 为 La,5] 上 的 单调 递增 非 负 可 测 函 数列 且 几 乎 处 处 收 
敛 到 f(x). 根据 勒 维 渐 升 列 积分 定理 ,有 


| 大 (zz)dz 一 lim| fr)dz = lim| fx) dr 
[a,b] n>o0J [a,b] no0 ,6] 


[La [ae 二 en 
b b 

lim| i ie = | Cd, 
Nn De 4 十 en a 


注意 : 结论 对 其 他 类 型 的 暇 积分 也 成 立 . 
定理 6 设 f(x) 为 La, 十 20) 上 的 非 负 有 界 函 数 , 且 f(z) 在 [a, 十 吕 ) 上 的 无 穷 限 积 


| f(z)dz( 柳 晶 反 常 积 分 一 一 积分 区 间 为 无 限 区 间 ) 存在 , 则 f(z) 在 [a, 十 oo) 上 工 可 积 , 且 


十 co 
| Fed =| 所 二 du 
La, 十 ce) a 


证 明 因为 /(x) 在 [a; 十 2%) 上 的 无 穷 限 积分 存在 ,所 以 对 任意 正 整数 n, f(x) 在 
[a,a 二 nj 上 R 可 积 , 且 


十 co atn 
| fendz = lim| 7codz 
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令 p(X) 为 [aya 十 nj 的 示 性 函数 , f(z) 二 g(r)f 了 (rz) (nn 二 1,2,…). 因为 f(x) 在 
[asa 十 n] 上 R 可 积 , 所 以 f(x) 在 [aya 十 n] 上 工 可 积 .又 因为 在 (a 十 n, 十 2) 上 f(x) 圭 0， 
所 以 其 在 (a 十 n, 十 co) 上 也 工 可 积 , 从 而 f(z) 在 La; 十 co) 上 工 可 积 , 且 


| fa | | a his | 
由 亡 (z) 的 定义 ,可 知 { 万 (z)) 呈 为 [ae, 十 ce) 上 的 单调 递增 非 负 可 测 函 数列 且 几 乎 处 
处 收敛 到 f(z). 根据 勒 维 渐 升 列 积 分 定理 ,有 


| f(x)dr= lim| f(x)dz = lim| fatridz 
[a,t+o0) nooy [a, 十 cc) n>o0y [a,atn] 


atn 
fndz =| f (x)dz. 
+n a 


lim| i | twas. 

注意 : 结论 对 其 他 类 型 的 无 穷 限 积分 也 成 立 . 

四 . 三 大 极限 定理 的 等 价 性 

前 面 我 们 利用 勒 贝 格 控制 收敛 定理 证 明了 勒 维 渐 升 列 积分 定理 ,又 利用 勒 维 渐 升 列 积 
分 定理 证 明了 法 都 引 理 . 下面 我 们 利用 法 都 引 理 来 证 明 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ,从 而 说 明 勒 贝 
格 积 分 三 大 极限 定理 的 等 价 性 ,使 我 们 更 加 深刻 地 认识 到 工 积分 在 与 极限 交换 次 序 方面 较 
R 积分 的 灵活 性 . 

利用 法 都 引 理 证 明 勒 贝 格 控 制 收敛 定理 的 过 程 如 下 : 

我 们 仅 在 limf,(z) 一 f(z)a. e. 于 已 的 前 提 下 证 明 结论 成 立 . 

因为 在 零 测 集 上 的 情况 不 影响 函数 的 可 积 性 与 积分 值 , 所 以 假定 在 瓦 上 处 处 有 

[fs C72) [SF (n=1,2,°), 


limf (x)= f(z). 
因为 { 广 (Cz) )} 亿 ;为 可 测 函 数列 ,所 以 其 极限 函数 f(x) 可 测 , 且 也 有 | f(z)| 志 F(z). 又 
由 下 (zx) 的 工 可 积 性 ,得 f(z) 在 EE 上 工 可 积 . 
由 于 F(z) 十 f(zX) 与 Fz) 一 f(z) 均 为 上 的 非 负 可 测 也 数 ,由 法 都 引 理 ,有 
| Fen 于 条 去 9 | lim (F(z) + f,(z)) dr 


这 lim| (CECBY | FC Yd 
5 

| FCz)dz 十 lm| a 
dE no0d. E 


i CP) -Kyds= | PCa — FCF) ils 
E E n>o%0 
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< lm| (F(z) = pC) yds 
S| F(ndz— Tm| ye 
E n>o0JE 


因为 F(z) 在 玉 上 二 可 积 , 即 | Fcoaz 一 + co, 将 上 面 两 个 不 等 式 的 两 边 同时 减 去 


| F(z)dz, 可 得 
| faz < lim| f.(#)dz, 
| .readz> 型 | fC2)dz. 
因此 


| reopaz< lim| f(zdr < im| fcrydr < | Faas, 
E n>00dE n>oo0J E E 
即 lim| .cz)dz 存在 , 且 

lim| fn(z)dz = l f(z)dz. 

n>ooJ E E 


五 、 黎 曼 积分 存在 的 充分 必要 条 件 


在 数学 分 析 中 ,我 们 已 经 给 出 了 几 个 R 可 积 的 充分 必要 条 件 . 下 面 给 出 的 R 可 积 的 充 
分 必要 条 件 较 以 往 的 简洁 , 它 使 我 们 清晰 地 看 到 了 R 可 积 函 数 的 构造 . 该 结论 只 有 利用 实 变 
函数 论 的 相关 理论 才能 证 得 . 
定理 7 设 f(z) 为 闭 区 间 [a,6]J 上 的 有 界 函数 , 则 f(x) 在 [a,56] 上 R 可 积 当 且 仅 当 其 在 
[a,5j 上 几乎 处 处 连续 . 
证 明 必要 性 ”对 任意 正 整 数 n, 将 [a,5] 等 分 为 2" 个 小 区 间 , 得 到 [a,6] 的 一 个 分 割 
An: a=7 TI Lr =b. 


心 


NI sup flr)s nr = inf ff{xy (Fe= lm dy), 
Zz Cz" zx zz 
2 2 
paz) = 2 MP pr ao Cz)， lz) 一 Dm gr, (7) 
1 一 1 


i=1 


其 中 pm .sm (z) 为 [x9 ,zw ) 的 示 性 函数 , 则 有 


2 1 
5%, = DMP (op — a ) = | Bl) de 
i=1 机 


108 
第 五 章 ” 勒 贝 格 积分 理论 


2 b 
sa = Pym? (zx — zx )= | Yn (ZT) dz. 
i=1 Ce 
因为 A, 的 分 点 都 是 At 的 分 点 ,所 以 
p(X) Et (Xz)<f zr) Rp, (Cw) Ce 
令 
bl(7x)=limy,(z), BCz) 一 limnyCz)， 
则 
pz) 委 Fz) 委 BCz). 


lim (Sa 一 SA ) 一 0， 


即 
bp 
lim| Ch Cy — hd le = 0 
下 面 证 明 
limy, (zx)=6b(7z)=limy, (zx)=B(z)= f(x)a. .于 R= [ad (5 1 
对 任意 正 整 数 &, 令 
1 
BE| BCs)— p(y | 
则 


b b 
0 过 TmE, 本 | (B(x) 一 5Cz))dzs | (glT)— (rx) dr >0 (2 一 co). 
因此 二 mE 一 0, 从 而 mE 一 0. 又 因为 


E[B(z)—6(z)>0J= UE,, 
所 以 
mE[B(zx)—b(zx) > 0]< > mE, = 0, 


即 (5. 1) 式 成 立 . 
令 呈 为 几 z) 的 全 体 不 连续 点 构成 的 集合 ,D" 为 所 有 使 (5. 1) 式 不 成 立 的 点 及 A，(z 一 1， 
2,…) 的 全 体 分 点 构成 的 集合 , 则 mD "= 一 0. 下 面 证 明 PCD . 
任 取 xoEE, 使 zo。&D” , 则 
limy, (zx0) = limg, (xo)= f(z0). 
对 任意 e 二 0, 选 取 m 充分 大 ,使 
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f(z0) ey (zo) Ep zo) fr) te. 
又 因为 Xo 不 是 An 的 分 点 ,所 以 存在 开 区 间 T, 使 To ET, 且 对 任意 rE 1, 有 
f(z0) ep (rT)Ef x) SY zo) fr) te. 


上 述 事 实说 明 f(z) 在 ze 处 连续 , 即 zo 季 也 .因此 DCD -成立 . 于 是 
mD<mD" =0 
充分 性 任 取 zoEE, 使 zo。KD, 则 f(z) 在 zo 处 连续 .因此 ,对 任意 二 0, 存 在 6 二 0, 当 
XEE 且 |zx 一 zo | 过 8 时 ,有 


[Fn) — fom) | < 


取 n 充分 大 ,使 6. 设 Xo € [2 区 ) , 则 Lei i CC. (mh — ym0 二 6) ;从 而 
0<y, (ZT0) (wo 
故 lim (yp, (zxo) — yn (zo))=0. 因为 mD 二 0, 所 以 
lim (yg, (7)— yn (7))=0 a.e€. 于 上 . 


因为 f(z) 在 [a,5] 上 有 界 , 所 以 存在 >>0, 使 | jz)| 委 天. 因此 
0 (zx) —yp (x) <2K. 


由 勒 贝 格 有 界 收 敛 定 理 , 有 
lim(S, — sw 》 一 lim| (f(z) — Carydr = 0; 
故 f(z) 在 [a,b5j 上 R 可 积 . 


习 题 5.4 
”证明 。 sinazx ee 1 于 工 灶 
证 明 : | 。， 3 T= «(gi | (a > 0 
2. 证 明 : lim| ! dz=1 
n—”o0y (0, 十 cc) 


7 

3. 证 明 ， lim| -和 = Wm ez dz. 

4. 设 函 数 f(z) 在 可 侧 集 巨 上 工 可 积 , {E,)}% 为 EE 的 一 列 单调 递减 的 可 测 子 集 ,证 明 : 
lim| fds = f Ddr. 


5. 设 {f(7z))221 与 (8, (Z) )2 。 均 为 可 测 集 下 上 的 可 测 函 数列 ， limf, (72)= f(s limg, (Zz)= 
g(7z), 有 |f,(z)|<g,(r) (rEE;n=1,2,…). 若 
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lim| Bt) =| Cd < ge; 
n>=ocJE E 
证 明 : 
lim| .PCz)dz = | fC)dz. 
6. 设 mE 二 十 2, {f(z)})21 为 E 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 可 测 函 数列 ,证 明 : 
| f, Cx) | 有 5 

7. 设 {f,(z)}%>i 为 可 测 集 正 上 的 L 可 积 函 数列 ,lim f(z) 二 f(x)a.e. 于 ,是 存在 常 
数 K>0, 使 | Ew)| dz 过 K, 证 明 : f(z) 在 玉 上 工 可 各 

8. 设 函 数列 {f(x) } 芝 :与 函数 f(z) 均 在 可 测 集 已 上 工 可 积 , 且 

limf,(z) = f(z)a.e. 于 E, im| i | = | | FC) | de, 
证 明 : 对 五 的 任意 可 测 子 集 e, 均 有 
lim| | 天 (二 | 本 = | [Fa 
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勒 贝 格 意义 下 的 微分 与 不 定 积 


在 数学 分 析 中 ,我 们 研究 了 微分 与 黎 曼 积分 之 间 的 关系 ,得 
出 在 满足 一 定 的 条 件 下 ,二 者 互 为 送 运算 . 本 章 研究 惑 贝 格 积分 
意义 下 的 微 积 分 基本 定理 ,给 出 牛顿 - 菜 布 尼 茨 公式 成 立 的 充分 
必要 条 件 . 因为 勒 贝 格 可 积 函 数 f(z) 的 不 定 积分 可 以 写成 两 个 单 
调 递增 函数 之 差 , 即 
ie | es ftpd, 


所 以 我 们 的 讨论 首先 从 单调 函数 入 手 . 由 于 有 界 变 差 函数 本 质 上 
就 是 两 个 单调 递增 函数 的 差 ,不 定 积 分 的 全 体 为 有 界 变 差 函 数 类 
的 子 类 并 且 为 真子 类 一 一 绝对 连续 函数 类 . 

本 章 要 解决 以 下 三 个 问题 : 

(1) 勒 贝 格 意义 下 微分 与 不 定 积分 的 定义 是 什么 ? 

(2) f(z) 满 足 什 么 条 件 时 它 的 勒 贝 格 不 定 积 分 可 微 , 且 


(| f(s) = Fa 
[a,z] 
成 立 ? 
(3) F(z) 满足 什么 条 件 时 具有 工 可 积 的 导 函 数 , 且 
| FW = F(x) — F(a) 


成 立 ? 


36.1 基本 概念 


一 、 导 数 


在 数学 分 析 中 ,我 们 曾经 学 习 过 导数 的 概念 . 车 函数 在 一 点 处 可 导 ， 
其 导数 值 一 定 为 有 限 值 . 因为 实 变 函 数论 研究 的 函数 为 广义 实 值 函 数 ， 
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我 们 允许 其 在 一 点 处 的 导数 值 为 十 ce 或 一 ce, 即 下 面 推广 的 导数 概念 .本 节 还 将 给 出 函数 在 
一 点 处 的 右上 、 右 下 、 左 上 、 左 下 导数 以 及 列 导数 的 概念 ,并 研究 它们 与 可 导 的 关系 . 
定义 1 设 f(x) 为 在 闭 区 间 [a,6] 上 取 有 限 值 的 函数 ,zxoE€ (a,5b). 若 极限 
pi Ch 
存在 (为 有 限 值 或 ce), 则 称 f(z) 在 ze 处 可 导 , 并 称 此 极限 值 为 f(z) 在 xo 处 的 导数 , 记 为 
天 (Ci), 
若 极限 


jaa A 


h=0t 


存在 (为 有 限 值 或 oo), 则 称 f(x) 在 zo 二 a 处 右 可 导 , 并 称 此 极限 值 为 f(x) 在 zo 二 a 处 的 右 
若 极限 
i C6+h — f(6) 


存在 (为 有 限 值 或 ce) , 则 称 f(x) 在 xo 二 5 处 左 可 导 , 并 称 此 极限 值 为 f(z) 在 zo 二 6b 处 的 左 
导数 , 记 为 f< (6). 

车 f(z) 在 (a,6) 内 的 每 一 点 处 都 可 导 , 且 在 a 处 右 可 导 , 在 2 处 左 可 导 , 则 称 f(z) 为 
[a, 引 上 的 可 导 函 数 , 也 称 为 可 微 函数 ,其 导 函 数 (简称 为 导数 ) 记 为 f(z). 

定义 2 设 f(z) 为 在 闭 区 间 [La,5j] 上 取 有 限 值 的 函数 ,zx。€E [a,6b]. 若 下 列 极限 存在 (为 
有 限 值 或 ce) : 


lim 
h-=0t h—=0 


a ， ley), 


全 


flzoth) fro) 1 froth) flro) 
h ， - 呈 h 


下 


h—-0 Ah-=0 


则 分 别称 它们 为 f(x) 在 zo 处 的 右上 导数 、 右 下 导数 、 左 上 导数 ,左下 导数 ,依次 记 为 D 7Czo )， 
Df er) sD fr) Df wo): 

注意 : f(x) 在 xo 处 可 导 当 且 仅 当 其 在 ze 处 的 右上 、 右 下 、 左 上 、 左 下 导数 均 存 在 且 相 
等 ,其 导数 等 于 这 四 个 导数 的 共同 值 . 

定义 3 设 f(x) 为 在 闭 区 间 [a,6] 上 取 有 限 值 的 函数 ,zxoE (ap) ,数列 {hh}) 达 1 满足 : h, 隆 
0,z0 Th ELa,b] (n=1,2,%), limh, =0. 车 极限 
ji 


n>oo 


存在 (为 有 限 值 或 0) , 则 称 此 极限 值 为 f(z) 在 zo 处 的 一 个 列 导 数 , 记 为 Df(zo). 


- 113 
$6.1 基本 概念 


注意 : 列 导 数 的 存在 性 与 数列 {h, } 半 ;的 选取 有 关 . 例如 , 设 f(z)==|zx| (CzE( 一 1,1))， 
取 六 = 过 cn 


二 一 0 
一 lim 二 


n>oo 


人 2 


Df(0) = lim 一 


nn 

取 访 一 一 二 (n 一 1,2,…), 则 
2 
D0) inn OA) J 


noo 


n 
定理 1 函数 f(z) 在 zxo 处 可 导 当 上 且 仅 当 f(z) 在 zo 处 的 所 有 列 导数 存在 且 相 等 ,其 导 
数 为 所 有 列 导数 的 共同 值 . 
证 明 必要 性 显然 . 
下 证 充分 性 .下面 仅 就 导数 为 有 限 值 的 情形 进行 证 明 , 导 数 为 ce 时 类 似 可 证 .我 们 采用 
反 证 法 .已 知 f(z) 在 xo 处 的 所 有 列 导 数 存 在 且 都 等 于 a. 假设 f(x) 在 ze 处 不 可 导 , 即 极限 
mix 二 f(zo) 


i 


不 存在 . 于 是 ,存在 6 这 0, 对 任意 6 二 0, 总 有 h: 0 二 |h| 过 6, 使 


ph | 


取 6 一 士 , 则 有 如: 0 过 | |< 三, 使 
Ath fa) 
和 


| > 


因 为 九天 0 (2 一 2,3，…), 且 limh, 一 0， 但 


一 公 之 eo 四 


所 以 /(z) 在 zo 处 对 应 于 数列 { 刀 } ne a. 这 与 假设 矛盾 ,从 而 f(z) 在 zx。 处 必 
可 导 . 
例如 ,考查 定义 在 闭 区 间 [0,1] 上 的 狄 利克 雷 函数 
mo z 为 [0,1] 上 的 有 理 数 ， 
0， z 为 [0,1] 上 的 无 理 数 . 
设 zs 为 有 理 数 . 当 取 { 刀 } 衬 ,为 有 理 数列 时 ,有 
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Dj) lm/ th) 一 ay 
当 取 {h, } 之 1 为 正 无 理 数列 时 ,有 
当 取 {h, 21 为 负 无 理 数列 时 ,有 
Df (20) 一 lm 大 一 大 和 一 |- ce 


由 定理 1, jz) 在 ze 处 不 可 导 . 
二 、 勒 贝 格 不 定 积分 


R 积分 理论 有 两 大 组 成 部 分 , 即 R 定 积 分 与 不 定 积 分 . 在 数学 分 析 中 ,我 们 先 讨 论 R 不 
定 积分 ,后 讨论 R 定 积分 . 对 工 积 分 理论 而 言 , 情 况 恰好 相反 . 前 面 已 经 研究 了 工 积分 ( 定 积 
分 ) ,下 面 仿 照 R 不 定 积分 给 出 L 不 定 积分 的 定义 . 

定义 4 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 La,b] 上 勒 贝 格 可 积 , 称 定义 在 La,b] 上 的 函数 


Fon) = | ftC (re[Lasd]) 


为 f(x) 的 勒 贝 格 不 定 积分 ,简称 为 LL 不定 积 分 或 不 定 积分 ,其 中 C 为 任意 常数 . 
由 工 不 定 积 分 的 定义 与 L 积分 的 性 质 , 不 难得 到 工 不 定 积分 具有 下 面 的 线性 性 质 : 知 
了 f(z) 与 g(xX) 均 在 [a,b5] 上 L 可 积 ,k) 和 k; 为 常数 , 则 


| Lh fCD +Ag(D]d = | Food 二 如 | gd (zeE[asb]). 


为 了 研究 L 不 定 积 分 与 微分 之 间 的 关系 ,下 面 定 义 一 种 比 连续 函数 更 广泛 的 函数 一 一 
有 界 变 差 函数 ,并 研究 它 的 性 质 及 其 与 单调 函数 之 间 的 关系 . 
定义 5 设 f(z) 为 在 闭 区 间 [a,b] 上 取 有 限 值 的 函数 .在 La,5b] 上 任 取 一 组 分 点 zi ,zs ，…， 


x,-_1; 得 到 [a,5j] 的 一 个 分 割 
A; a 王 To< zi 所 …<zZ_i< Zn 一 0. 


\1l 


称 和 式 
Veitf,A)= >) |f lr) 一 zci)| 


为 f(x) 关于 分 划 A 的 变 差 . 
若 存 在 M 二 0, 使 对 于 La,o 的 任意 分 割 A, 有 
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Vi(f,A)<M, 
则 称 f(x) 为 La,b5] 上 的 有 界 变 差 函数 . 


车 f(z) 为 [a,b] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 则 其 所 有 变 差 构成 的 集合 有 上 界 , 从 而 存在 上 确 界 
sup {Vs (了 ,A)}, 其 中 A 为 La,5b] 的 所 有 可 能 分 割 . 称 此 上 确 界 为 f(x) 在 [a,5] 上 的 总 变 差 ， 
记 做 Ve (用 ). 

当 工 在 La,5] 上 变化 时 ,f(z) 在 La,zx] 上 的 总 变 差 Vi(f) 构 成 一 个 函数 , 称 其 为 总 变 差 
函数 . 

闭 区 间 [La,5] 上 的 全 体 总 变 差 函数 构成 的 函数 类 记 为 VLa,6bj. 

注意 : (1) [a,5] 上 的 单调 有 界 函 数 f(z) 是 有 界 变 差 函数 , 且 总 变 差 为 | f(5) 一 f(a)|. 
特别 地 , 常 值 函 数 是 有 界 变 差 函数 , 且 其 总 变 差 为 0. 

事实 上 , 设 f(z) 在 La,5] 上 单调 递增 、 有 界 , 人 为 La,6bj] 的 任意 分 割 ,因为 

f(x) — f(zri1)20, 
所 以 


网 CFA) 一 DP Nflz) — for)|= DF) — fz)) 
i=1 i=] 


= f(b) 一 f(a) 一 十 co， 

故 f(z) 为 [a,b] 上 的 有 界 变 差 消 数 , 且 总 变 差 为 
VCP =sup{Ve CA)) 一 7 一 Fa)， 
同 理 可 证 , 若 f(x) 在 [a,5] 上 单调 递减 有 界 , 则 
Ve(f)=f(a)—f(0). 

(2) 车 f(x) 在 [a,5b] 上 满足 李 普 希 芯 (Lipschitz,1832 一 1930) 条 件 , 即 存在 工 汪 0, 使 对 

任意 xz,yELa,6b], 有 
[f(z2)—f(y)|<L|z—y|, 

则 f(z) 为 La,b] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 

事实 上 , 设 A 为 [a, 拉 的 任意 分 割 , 则 


ViCf,A)= DFG) — fx) DL|z— zi 
i=1 i=1 


=L2) (zi 一 Zi) 一 工 (0 一 a)< 二 co， 
i=1 


故 f(z) 为 [a,5] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 
(3) 闭 区 间 上 的 连续 函数 不 一 定 是 有 界 变 差 函数 . 
例如 ,函数 
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rn) 二 ， TE(0,1]s 
0， 工 一 0 


为 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 . 取 [0,1] 的 分 割 


,0 
Ce 一 2)x 十 到 (x—3)x+ 3 Tt 了 


则 
全 (foA) 一 si flxi) = F(x) | 


a Co 
p> 人 ZisSln 一 一 ii-I1Sln 一 一 
二 ; 人 


1 
n—l 二 干 1 
志 [一 I 一 下 x 十 本 [一 一人] 于 


一 2 
= 


i 
n 


1 
1 二 
本 一 拓 十 地 


n—2 


j=1 


1 
ee [a == a 


n—2 


故 jz) 在 [0,1] 上 不 是 有 界 变 差 函数 . 
(4) 因为 单调 函数 不 一 定 是 连续 函数 ,所 以 有 界 变 差 函数 未 必 是 连续 函数 . 
由 (3) ,连续 函数 也 未 必 是 有 界 变 差 函数 . 因此 有 界 变 差 函数 与 连续 函数 之 间 没 有 必然 


的 联系 . 
有 界 变 差 函数 具有 以 下 性 质 : 
定理 2 (1) 若 jz) 为 La, 纪 上 的 有 界 变 差 函数 , 则 f(x) 在 La,b] 上 有 界 ; 


(2) 车 f(x) 为 La,b] 上 的 有 界 变 差 函 数 ,[c,4d]CLa,6bj, 则 f(z) 也 为 [c,d] 上 的 有 界 变 
差 函 数 ; 
(3) 若 f(x) 在 [a,cj 与 [c,6] 上 均 为 有 界 变 差 函 数 , 则 f(x) 在 La,5] 上 也 为 有 界 变 差 函 
数 , 且 
Vif)=V NHV ND; 
(4) 着 f(z) 与 g(x) 均 为 La,b] 上 的 有 界 变 差 函数 , 则 f(z) 土 g(x),f(zx)g (x) 也 为 [a,6。] 


§ 6.1 基本 概念 


上 的 有 界 变 差 函数 . 
证 明 (1) 任 取 zE (a,6) ,得 到 [a ,go 的 一 个 分 割 
A: 4<<Z<<0， 
且 f(z) 关 于 分 割 A 的 变 差 为 


VCf,A)=|f 2)— fo) | +t|f 6)— f(z)|. 
因为 f(z) 为 [a,5] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 所 以 
Vi(f,A)<VN). 
于 是 
| 天 二 | = | FC | | FB Al | Fn)— fa + | 7 — Flr) | CF), 
从 而 
[fz) | f(a) | +V Cn). 
对 于 La,6bj 的 分 割 A: a 二 5b, 有 
|f0)— fo | VN), 
从 而 
[f(D)|=|fOO—f +f I I+|f) fa) QI f+V: 7n). 
另外 , | f(a) | 过 | f(a) | 十 VW( 有 显然 成 立 . 
取 M= | ja) | 十 到 ( 亡 , 则 M>0, 且 对 任意 zE[a, 拉 ,有 | 7FGz)| 委 M 成 立 , 即 f(x) 在 
La,b] 上 有 界 . 
(2) 设 
A: c=Zo<Zz1 z=d 
为 [c,d] 的 任意 分 割 , 则 
A’: a<c=z0 rz, = db 
为 La,5] 的 一 个 分 割 , 且 由 变 差 的 定义 ,有 
Ve(f, ASV ,A EV A. 
由 分 割 A 的 任意 性 , 知 VV( 放 ) 宇 0 为 所 有 Vi(f,A) 的 上 界 , 故 f(x) 为 [c,d] 上 的 有 界 变 差 也 
数 . 
(3) 一 方面 * 设 
A: 4 一 Zoo< Zi 才 …<7Zz 一 0 
为 La,6j] 的 任意 分 割 . 如 果 有 某 个 zx; 二 c, 则 A 可 拆 成 La,c] 的 一 个 分 割 Ai 与 [c,6] 的 一 个 分 
割 A;, 且 
VeCf,A)=V CF ADHV CF, A)EV CAHV ON. 
如 果 没 有 xz; 二 c, 将 c 插 入 A, 得 到 [a,5j] 的 一 个 新 的 分 割 
A’: a=z0<Ai rr =), 
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于 是 
OASEVCF ,A YVAN FY: 
因此 ,对 La,65j 的 任意 分 割 A, 有 
VCf,A)SV PHVN. 
由 A 的 任意 性 ,得 
Vf EVN +V ON. 
男 一 方面 , 设 Al: 4a 二 zo 过 zj 过 … 之 zx 二 Cc 与 As: c 一 % 所 志 … 乓 加 二 和 分 别 为 Laycj] 
与 [c,b] 的 任意 分 割 , 则 
As : a=7z0<Ai < 于 < yn=b 
为 La,5bj] 的 一 个 分 割 , 且 
VE Cf ,AND+HVECF, As)=V fA)EV’N). 
由 Ai 与 Az 的 任意 性 ,得 
Vi CPHVANDEV CN). 
综 上 ,有 
VC(f)=V A +HV CN. 
(4) 令 F(z) 二 f(z) 十 g(x). 因 为 
[FCz)—F(zx; 1)|=| fr)— f(x 1)+g(r)— g(r 1) | 
<|f lr) — fi) | |g(z) —g(r 1)|, 
所 以 
VF N+V! (Cg). 
由 于 f(x) 与 g(x) 均 为 La,b] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 故 F(z) 也 为 La,5] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 
同 理 可 证 f(x) 一 g(x) 为 [a,b] 上 的 有 界 变 差 消 数 . 
令 G(lz)= 二 f(z)g(z). 因 为 f(x) 与 g(x) 均 为 La,b] 上 的 有 界 变 差 函数 ,所 以 一 定 有 界 ， 
即 存 在 Ki ,Ki 这 0, 使 对 任意 xELa,bj], 有 
[f(x) I<K, |g(x)|<K;. 
于 是 
[G(xz)—G(z 1)|=| f(z) g(r)— f(r 1) g(r i) | 
= | f(x)gtr)— flr gr) fr g(r) — fw) g(r) | 
|g) | | f(x)— fr) | | f(z 1) | |g(zx)— g(r 1) | 
ZK;, | fx)— fxr)|+KRKi|g(x)— g(r 1)|. 
因此 
VI(GZKV(f +KiV’ (g), 
从 而 G(z) 为 La,b5] 上 的 有 界 变 差 函数 . 


$6.1 基本 概念 


定义 6 设 f(z) 为 闭 区 间 [a,b] 上 的 有 界 函 数 ， 
A: 4= 20<H1 1 = b 
为 La,6b] 的 一 个 分 割 .将 f(z) 关 于 分 割 A 的 变 差分 为 两 个 部 分 : 
Vay= fdadl= B bl)— Fwd)], 
f(z DF/(z;_1) f(z)Ff(z;_1) 
CFA)= |) 一 zl= DD [Fz — fz) 
Fr) <Iz a) /Cz)<fz 1) 


分 别称 VCf,A) 与 VCf,A) 为 f(z) 关于 分 割 A 的 正 变 差 与 负 变 差 
显然 ,有 


VFA =V ,A HV (Cf,A), 
上 且 当 f(x) 在 [a,6] 上 为 有 界 变 差 函数 时 ,VV (fA) 与 Vi(f,A) 均 为 有 界 的 .分 别称 
VO) =sup{Ve Cf;A)) 与 Vi(f)=sup{Vs (fA)) 


定理 3 设 f(x) 为 闭 区 间 [La,b] 上 的 有 界 变 差 函数 , 则 


GD VV HV CF); 
, “ 
(2) VP Vf = 0 — fa); 


C9) PCD Vey Fn) We tH). 
证 明 (1) 设 A 为 [a,6b] 的 任意 分 割 , 则 


VF A =VA A HVA A EVA +V). 


对 上 式 左边 取 上 确 界 ,得 
VC EV FHV). 
又 因为 
VC A HVA A) VA SVN), 
对 上 式 左 边 取 上 确 界 ,得 
VN HW A ). 
综 上 ,有 


VC =V F+W). 
(2) 对 [a,bj] 的 任意 分 割 A, 有 
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Vo ap th Freai 一 痪 呈 - ， 守 工交 站 .一 残 总 半 
fz; ) 人 /ri _1) fr)< /zr 1) 
一 六 [rom 一 Frz ii)]= Fo) 一 fla). 
因 上 式 对 La,5j 的 任意 分 割 都 成 立 , 故 
= — flay, 

(3) 任 取 xELa,85], 因 为 f(z) 为 La,5] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 所 以 f(z) 在 [a,z] 上 也 为 有 

界 变 差 函数 .由 (2) ,得 
Et Va A 

下 面 的 定理 揭示 了 有 界 变 差 函 数 与 单调 函数 之 间 的 关系 . 

定理 4( 约 当 分 解 定理 ) f(x) 为 闭 区 间 [a,6] 上 的 有 界 变 差 函 数 当 上 且 仅 当 f(x) 在 [a,6] 
上 可 以 表示 为 两 个 单调 递增 有 界 函 数 之 差 . 

证 明 ”必要 性 ”由 正 总 变 差 与 负 总 变 差 的 定义 ,Vi (了 ) 与 V: ( 户 均 为 [a, 执 上 的 单调 递 
增 有 界 丽 数 , 再 由 定理 3(3) ,有 f(z) 二 V5(/) 十 f(a) 一 Vi (了 ), 即 1(z) 表 示 成 了 两 个 单调 
递增 有 界 函 数 的 差 . 

充分 性 ”因为 财 区 间 上 的 单调 有 界 函 数 均 为 有 界 变 差 图 数 , 且 两 个 有 界 变 差 丽 数 的 差 
依然 是 有 界 变 差 郴 数 ,所 以 充分 性 成 立 . 

注意 : 因为 单调 函数 的 间断 点 都 是 第 一 类 的 , 且 其 全 体 间 断 点 构成 的 集合 为 至 多 可 数 
集 , 由 约 当 分 解 定 理 , 有 界 变 差 图 数 的 间断 点 也 都 是 第 一 类 的 , 且 其 全 体 间 断 点 构成 的 集合 
为 至 多 可 数 集 , 即 有 界 变 差 图 数 为 几乎 处 处 连续 的 ,因此 有 界 变 差 函 数 是 黎 曼 可 积 


定理 5 设 刻 (z) (mn 一 1,2,…) 均 为 闭 区 间 [a, 瘦 上 的 有 界 变 差 函 数 ， >\V4( 刻 ) < 二 co， 
且 丽 数 项 级 数 》 六 (z) 在 [a,6] 上 收 伍 于 和 函数 *Cz) , 则 s(z) 也 为 [46] 上 的 有 界 变 差 函 


数 , 且 Vi(s) 过 DV Cf,). 


证 明 对 于 La,6bj] 的 任意 分 割 
A; MEL En n= 


VG A= PDs) 一 0|= Dp (wi) | 
MDMA Ae pp | 


$6.1 基本 概念 


xd， 


| fi Czi) 一 | 过 Secp,). 
由 A 的 任意 性 及 Sy < 十 ce, 可知 s(x) 为 [a,5] 上 的 有 界 变 差 函数 ,上 且 有 
Vi(s) < VC 


四 、 绝对 连续 函数 


在 考查 L 不 定 积分 与 微分 关系 的 过 程 中 ,通过 对 不 定 积分 性 质 的 研究 ,使 我 们 可 以 得 到 
勒 贝 格 意义 下 的 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 . 在 讨论 过 程 中 ,找到 了 使 公式 成 立 的 函数 类 一 一 绝对 
连续 函数 类 . 下面 给 出 这 类 函数 的 定义 并 研究 其 简单 性 质 . 

定义 7 设 f(zx) 为 闭 区 间 La,6] 上 的 有 界 函 数 . 若 对 任意 e 二 0, 存在 6 这 0, 使 对 [a,6] 


中 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 (a; ,6;) (z 一 12， ,只 要 (6 Qi )< 0， 总 有 


> | Fo 一 ai 去 人 
1 一 1 


则 称 f(z) 为 La,5b] 上 的 绝对 连续 函数 ,也 称 jz) 在 [ca,o] 上 绝对 连续 . 
注意 : (1) 若 f(z) 在 闭 区 间 [La,b] 上 工 可 积 , 则 其 不 定 积 


F(x) = | fdt+C 


是 [a,6] 上 的 绝对 连续 函数 . 
事实 上 ,因为 f(x) 在 La,b] 上 工 可 积 , 由 工 积 分 的 性 质 , |f(z)| 在 [a,5] 上 也 工 可 积 .再 
由 积分 的 绝对 连续 性 ,对 任意 e 记 0, 存 在 6 二 0, 使 当 ACE 目 mA 二 6 时 ,有 


】 |FCz)|dz 一 e. 
设 (ai,6;) (i 二 1,2,…,n) 为 [ab 中 任意 2 个 互 不 相交 的 开 区 间 , 且 >， (4 一 ai) 一 6. 
和 
令 A=U (Ga,6.), 则 
1 一 】 


mA 一 m( U Cai,6;) ) < Dm(a;,b;) = 全 (b;C— a;)= 和. 
PP | i=] 
于 是 
> [FC6) — Fla)|= 加 | reeaz=| fcodz|= 2 国 Codz 


122 


第 六 章 ” 勒 贝 格 意义 下 的 微分 与 不 定 积分 


< > | caoldz= | lcolaz<s 


i=1 1 Leib;] 


由 定义 ,F(zx) 在 [a,b5] 上 绝对 连续 . 
(2) 若 f(x) 在 闭 区 间 [La,b] 上 满足 李 普 希 获 条 件 , 则 f(x) 为 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 . 
事实 上 ,因为 f(z) 在 La,65] 上 满足 李 普 希 获 条 件 ,所 以 存在 L 二 0, 使 对 任意 xz,yE[a,6b], 有 
[fen — fC) | < lz—y|. 


于 是 ,对 任意 e 放 0, 取 6= 元 ,对 于 [oO 中 任意 n 个 互 不 相交 的 开 区 间 (ai ,b; ) (z= ] 3 235 Ns 
当 2) (6b; 一 41) 二 6 时 ,有 


2 | 成 8 — fla) | LE Yh — 0) Le es 
i=] i=1 


即 f(x) 在 [a,5b] 上 绝对 连续 . 
(3) 绝对 连续 函数 一 定 是 有 界 变 差 函数 . 
事实 上 , 设 f(x) 在 闭 区 间 [a,o] 上 绝对 连续 ,由 定义 , 取 s 王 1 ,存在 8 二 0, 当 [La,o] 中 互 


不 相交 的 nn 个 开 区 间 (a;,6:) (i 二 1,2,…,n) 满足 > (5b, 一 a) 二 6 时 ,有 
i=1 


DF) — flad)|<1. 
i=1 


设 N 一 | “< |+1, 此 处 [全 4 | 表示 2 的 整数 部 分 .将 [4,5] 分 成 N 等 份 ,其 分 点 为 
yo 一 4，yI YN-1 ,yN 一 0, 每 个 小 区 间 的 长 度 为 
BO— b—a 4 一 
N Bb—a = 
tt 


于 是 ,对 于 [a,6b] 的 任意 分 割 
A wo i = 
将 y1，… ,yn-1 添 加 进去 ,得 到 [a,bj] 的 一 个 新 的 分 割 
A’: a=% <z ,=b. 
则 


Vf ASV A)= > | fz) — flz1)| 
i=1 


= > |fC)— f(z1)| 


$ 6.1 基本 概念 


C= >)1 = N, 
即 f(z) 是 [a,6] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 
这 里 >， | f(zi) 一 了 (zi 1)| 二 1 的 原因 是 : 满足 yi 过 zi 二 zi 过 yi 的 开 区 间 


WE TE 
(zi1)Zi) 为 [yi_1,yij] 内 互 不 相交 的 开 区 间 , 且 yi 一 yi 三 65, 所 以 
(Zi — Zi1) 0， 


WS 


从 而 
A | Ft) — f(z a) | 1. 


LS 


(4) 闭 区 间 上 处 处 可 导 的 函数 未 必 绝 对 连续 . 例如 ,函数 


fw) a 
元 小 一 泥 
0， 光志 0 


在 [一 1,1] 上 处 处 可 导 , 但 其 不 是 [一 1,1] 上 的 绝对 连续 函数 .事实 上 ， 
lime 。 (CAz)’cos cA )=0, 工 一 0， 


7 2. 1 
252608 二 十 一 sin 一 ， ZK0， 
py 双 区 
即 f(z) 在 [一 1,1] 上 处 处 可 导 . 而 


oo | 
1 
UN 中 抬 订 
故 f(z) 在 [一 1,1] 上 不 是 绝对 连续 的 . 
(5) 绝对 连续 函数 一 定 一 致 连续 ,反之 未 必 成 立 . 
事实 上 , 设 /(z) 在 闭 区 间 [a, 势 上 绝对 连续 , 则 对 任意 s > 0, 存 在 8 > 0, 使 对 [av 加 中 


AS I 
-如 直 十 ce， 


任意 n 个 互 不 相交 的 开 区 间 (a; ,6;) (i = 1,2,…,n), 当 2) (6; 一 a;) 二 6 时 ,有 


于 是 ,对 任意 i sy E La,5j], 当 [mw — a | 一 时 ,有 | 一 | <é 此 时 即 为 在 [a,b] 上 
只 取 一 个 开 区 间 (ZX1 ,ZX2 ). 这 说 明 f(z) 在 La,b] 上 一 致 连续 . 
反之 ,在 闭 区 间 上 一 致 连续 的 函数 未 必 绝 对 连续 . 取 
a rE 0,1]; 
了 Co z 
0， 元 一 


> ,| Fo) 一 Fa) 到 e. 
一 1 
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则 jz) 在 [0,1] 上 一 致 连续 .由 (4), 知 f(z) 在 [0,1] 上 不 是 绝对 连续 的 . 
定理 6 


设 f(z),g(zx) 为 闭 区 间 La,5j 上 的 绝对 连续 函数 , 则 jz) 士 gCz) 与 f(x)g(x) 
函数 . 


在 La,6j] 上 都 是 绝对 连续 函数 ; 若 g(z) 天 0(CzELa,po]) ,由 


1 3 在 [a, 刀 J 上 也 是 绝对 连续 


证 明 我 们 只 证 明 f(x) 十 g(xz) 为 La,b] 上 的 绝对 连续 函数 ,其 他 情况 可 类 似 证 明 . 
因为 f(x) 为 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 , 故 对 任意 e > 0, 存 在 6 0, 使 对 于 [a,5b] 中 任 
意 n 个 互 不 相交 的 开 区 间 (a; ,6; ) 二 一 1 ,2y5 '), 当 六 (Ob; = = 做 二 O01 时 ,有 


> |f06) — fla)|< £. 
i=1 2 


又 因为 g(x) 也 为 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 , 故 对 任意 e > 0, 存 在 6: > 0, 使 对 于 La,5b] 中 任 
意义 个 互 不 相交 的 开 区 间 (oa 六) (i 二 1,2,: ,而 ,要 有 (bi 一 Qi) 达 6 时 ,有 


少 


2 | (be) — Bar) | 之 二 
| 


6 二 min{61;,6;), 则 对 La,6bj 中 任意 7 个 互 不 相交 的 开 区 间 (aj;,6b;) (三 1,2,…,n), 当 
2 (bi 一 4) 过 6 时 ,有 

i=1 

>) | FO) 十 g(O)) 一 CrGa) 十 go))| = > | Fo 一 ai) 
i=1 一 】 


I g (bi) 


g(a;) | 

过 >),| FOOD) 一 Fo) 二 |g(b) — g(a)| 
i=1] 1 一 1 

故 f(z) 十 g(xz) 在 [a,b5] 上 绝对 连续 . 


注意 : 绝对 连续 函数 的 复合 未 必 是 绝对 连续 函数 . 例如 , 设 


3 3 T 
i ~ E€E(0,1 9 
Pe KaEf 一 TI， en Ba ] 
Ois 


元 一 0， 
则 f(w) 为 [一 1,1J 上 的 绝对 连续 函数 ,g(x) 为 [0,1] 上 的 绝对 连续 函数 ,而 复合 函数 


s 一 ， zE(0,1I]， 
en De 


0， 并 一 0， 
在 L0,1] 上 不 是 绝对 连续 的 (见习 题 6. 1 的 第 4 题 与 第 5 题 ). 


$6.2 有 界 变 差 函 数 的 可 微 性 


习 题 6.1 


1. 设 f(z) 为 闭 区 间 [a,6j] 上 的 函数 ,证 明 : Vi(f)==0 当 且 仅 当 f(z) 为 La,5] 上 的 常 值 
函数 . 

2. 设 {f,(z))>! 为 闭 区 间 [a,6] 上 的 一 列 有 界 变 差 晴 数 , 且 存 在 常数 KK 二 0, 使 Vi(f,) 二 K 
《n=1,2,…). 车 limf(zx)==f(z), 且 |f(z)|<< 十 吕 , 证 明 : f(z) 为 [a,5] 上 的 有 界 变 差 
函数 . 

(Zz) 


3. 证 明定 理 6 中 的 f(z) 一 g(x) ,f(z)g(z), 人 5 (Cg(z) 天 0,zE[a, 拉 ) 均 为 闭 区 间 
[a,b] 上 的 绝对 连续 函数 . 


zicoss 工 ，zE (0,1]， 


4. 证 明 : 函数 co-| 工 在 闭 区 间 [0,1] 上 绝对 连续 . 
0， 工 一 0 


0 we OL 
于 Em mk =| TE (0,1] ,不 是 闭 区 间 [0,1] 上 的 绝对 连续 函数 . 


QO, 工 一 0 
6. 设 函 数 f(x) 的 导数 f(z) 在 闭 区 间 [a,b] 上 处 处 存在 且 有 界 , 证 明 : f(x) 为 [a,b5] 上 
的 绝对 连续 函数 . 


7. 讨论 f(z) 一 zesin 方 CzE[L0,1j,a,8>0) 是 否 为 有 界 变 差 函数 ,是 否 为 绝对 连续 
函数 . 


$ 6.2 ”有 界 变 差 函数 的 可 微 性 


通过 前 面 的 讨论 ,我 们 已 经 知道 ,单调 有 界 函 数 、 有 界 变 差 函 数 、 绝 对 连续 函数 三 者 之 间 
的 关系 , 即 有 界 变 差 函 数 可 以 表示 为 单调 递增 有 界 函 数 的 差 ; 绝 对 连续 函数 一 定 是 有 界 变 差 
函数 . 上 一 节 我 们 提 到 , 闭 区 间 [a,5] 上 的 有 界 变 差 函 数 在 La,5] 上 是 几乎 处 处 连续 且 R 可 积 
的 . 那么, 自然而然 的 问题 是 : 有 界 变 差 函 数 在 La,5] 上 的 导数 是 否 存在 ? 由 有 界 变 差 函数 
与 单调 有 界 函 数 之 间 的 关系 ( 约 当 分 解 定理 ) ,我 们 从 研究 单调 函数 的 导数 情况 人 手 . 


一 、 单调 函数 的 可 微 性 


1872 年 ,德国 数学 家 维尔 斯 特 拉 斯 找到 了 一 个 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 的 函数 . 对 于 单 
调 函 数 而 言 ,虽然 我 们 无 法 判断 其 在 哪些 点 处 可 微 , 但 其 不 可 微 点 构成 的 集合 的 测度 为 零 . 
为 了 证 明 上 述 结论 ,首先 给 出 下 面 的 引 理 . 
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引 理 ” 设 函数 f(x) 在 闭 区 间 La,65] 上 严格 递增 ,ACLa,6bj. 若 对 任意 zxEA, 至 少 存在 一 
个 列 导数 Df(zx) ,使 Df(z) 志 7r (或 Df(z) 宇 7),r 之 0, 则 

mf(A) 过 rm*A (或 m*f(A) 宇 rm*A). 

由 于 引 理 的 证 明 过 程 比较 复杂 ,这 里 我 们 不 作 要 求 . 

定理 1 设 f(z) 为 闭 区 间 [La,b] 上 的 单调 有 界 函 数 , 则 

(1) f(z) 在 [a,6] 上 几乎 处 处 可 导 , 即 车 记 A 二 {rE[a,b]| 了 (zx) 不 存在 }, 则 mA=0; 

(2) 在 A 中 补充 定义 了 (rz)?, 则 了 (zx) 在 [a,5] 上 工 可 积 ; 

(3) | far|< | Fo) 一 Fo) |. 

证 明 我 们 仅 就 f(z) 为 [a,5] 上 递增 函数 的 情形 证 明 ,递减 函 数 的 情形 可 类 似 证 明 . 

(1) 令 h(z)= 二 zx 十 f(x), 由 f(x) 在 La,6] 上 有 界 , 则 h(xz) 在 La,6] 上 严格 递增 , 且 可 导 性 
与 f(x) 相同 . 设 A={z€E[a,6b]|h'(zx) 不 存在 ), 往 证 mA 二 0, 从 而 mA==0. 

任 取 zxEA, 则 h(z) 在 点 xz 处 不 可 导 . 故 至 少 存在 两 个 列 导 数 Dih(x) 与 Dih(x), 使 
Dih(z) 关 Dsh(zx). 不妨 设 Dih(x) 二 Dsh(x). 因为 h(xz) 在 La,b5] 上 严格 递增 ,所 以 列 导 数 一 
定 大 于 零 . 由 有 理 数 的 秽 密 性 ,存在 两 个 正 有 理 数 r,s, 满 足 

Dih(z)<=<r=<s<D,h(z). 
令 A,,={z|Dih(r)<r<s<Dh(r)}, 则 A= UX 由 上 面 的 引 理 ,有 
sm’*A,,<m'hA,.)<rm’A,.. 
又 因为 0<r<s, 所 以 
rm’A,,<sm'A,.. 
因此 m*A,,,==0. 于 是 
0 去. mA 一 ze A,, Se > mA 一 0， 

即 A 为 可 测 集 , 且 mA=0, 从 而 f(z) 在 [a,5]J 上 几乎 处 处 可 导 . 

(2) 令 

f (z+) -f(z) 
由 
n 
并 且 规 定 当 zx 之 5 时 , f(z) 二 =f(5). 由 (1), 知 
limf,(z)=f (x)a. e; [sb ]; 


六 全 =n| (z+ 去 ) 一 f(z)] me 


@ 对 于 A 中 的 点 x,f(z) 可 定义 为 任意 有 限 值 或 co. 本 书 以 下 对 涉及 工 可 积 的 几乎 处 处 可 导 函 数 的 导数 均 作 这 一 
处 理 , 不 再 重复 . 


§ 6.2 ”有 界 变 差 函 数 的 可 微 性 


由 f(z) 在 [a,6bj 上 单调 ,可 知 其 在 [a,5] 上 亦 可 测 , 于 是 亡 (z), PCz) 及 | 疡 (z)| 均 为 
[a,5] 上 的 可 测 函 数 . 根据 法 都 引 理 与 f(x) 的 单调 性 ,可 得 


| fz)dz< | | ty [ile =| tina | FD lar < lim| es 
[a,b] [a,b] [aib] so5 n=o0y [a,6b] 


-到 ea 加 加 - 
re ee (xX)dz lim|n a et n fx)dz | 


EE lim["] ,fae— "| de | 
< lim[f() — f(a)]= Fo) — fla), 


故 f(x) 在 [a,6] 上 工 可 积 . 

(3) 由 (2) 的 证 明 , 知 不 等 式 成 立 . 

注意 : (1) 在 研究 函数 的 工 可 测 性 与 工 可 积 性 时 ,几乎 处 处 相等 的 函数 可 以 看 成 一 个 ;在 
研究 函数 的 连续 性 与 可 微 性 时 却 不 能 这 样 做 . 例如 , 设 f(z) 夺 0 (zE[L0,1]), 则 FPCz) 一 DCz) 
( 狄 利克 雷 函 数 )a. e. 于 [0,1j. 而 f(x) 在 L0,1] 上 处 处 连续 且 处 处 可 导 , (x)= 二 0, 但 DCz) 
在 L0,1] 上 处 处 不 连续 且 处 处 不 可 导 . 

(2) 结论 (3) 中 的 不 等 式 可 取得 “<”, 即 


| ,fndr|< | Fo) 一 Fa)| 


ls 天 本 | 一 1593》5 
mo 工 一 0， 


1s zmE (0,113 


可 以 成 立 .例如 , 设 


则 f(zx) 在 闭 区 间 [ 一 1,1] 上 单调 递增 ,六 Cz) 一 0 a.e. 于 [一 1,1]. 于 是 | f(z)dz 一 0. 而 
站 一 太一 簿 二 2, 政 

| reds AD— f=1. 
事实 上 ,使 二” 成立 的 函数 有 很 多 ,即便 [4a,5] 上 的 连续 单调 函数 也 能 做 到 使 “二” 成 立 . 


二 、 有 界 变 差 函 数 的 可 微 性 


有 了 前 面 对 单 调 函数 可 微 性 的 讨论 ,结合 有 界 变 差 函数 与 单调 有 界 函 数 的 关系 ,我 们 可 
以 得 到 有 界 变 差 函 数 也 是 几乎 处 处 可 导 的 , 即 有 下 面 的 定理 . 

定理 2 设 f(x) 为 闭 区 间 [La,5] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 则 

(1) f(z) 在 La,b6] 上 几乎 处 处 可 导 ; 
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(2) (xz) 在 [a,6b] 上 工 可 积 ; 
| [If Cx) dr Vn). 
[a,b] 


证 明 ”由 约 当 分 解 定理 与 定理 1, f(z) 在 [a,6] 上 几乎 处 处 可 导 , 且 了 (zx) 在 [a,b] 上 L 
可 积 . 


下 面 证 明 If (zx)|dzr < Vf). 
由 § 6.1 的 定理 3(3), 有 
eo A 
其 中 丙 (f) 与 Vi(/) 均 为 [a,6] 上 的 单调 递增 函数 , 故 
f (0)= Vf)) 一 (大 (f))'a.e. 于 [a,b]. 
再 由 太 (f) 十 Vi (了 ) 一 Vi (了 ) 与 定理 1(3), 得 
1 
| |f (x) 1dr= 上 [V0 — OE | 


河 | Vit)) "dz+| (Vi CF))"dz 
[a,b] [a,b] 


VANEVN = WN). 
注意 : 因为 闭 区 间 [a,5] 上 的 单调 有 界 函 数 一 定 为 有 界 变 差 孙 数 ,因此 定理 1 为 定理 2 
的 特殊 情况 . 


定理 3 设 f,(z) (n 二 1,2,…) 均 为 闭 区 间 [a, 疏 上 的 有 界 变 差 函 数 , 31V5(f,) < 十 co， 


且 函 数 项 级 数 了 /,(z) 在 [a, 缮 上 收敛 ,和 函数 为 \(z), 则 函数 项 级 数 > 7 (z) 在 [a, 扫 上 


几乎 处 处 收敛 于 (zxz). 
证 明 ”由 定理 2,j(z)(az 一 1,2,…) 为 [a,6] 上 几乎 处 处 有 定义 的 可 测 函 数 , 从 而 


| PCz) | 为 [a,6] 上 几乎 处 处 有 定义 的 非 负 可 测 函 数 . 令 g(z) 一 | 所 (z)|, 则 g(z) 为 
[a,6] 上 几乎 处 处 有 定义 的 非 负 可 测 函 数 ( 取 有 限 值 或 十 oo). 由 勒 贝 格 逐 项 积分 定理 ,有 
| scoadz = > ,fs(z) |dr < Vi) < 十 co. 


即 g(z) 在 [a,6] 上 二 可 积 ,因此 g(x) < 十 co ae 于 [a, 拉 .这 说 明 函 数 项 级 数 立 了 Cz) 在 
[a,6] 上 是 几乎 处 处 收敛 的 . 
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令 h(r) 二 》) f(z) ,只 需 证 s(x) = h(x)a.e. 于 [a,bj]. 由 法 都 引 理 与 定理 2, 得 


| xc —h(z) | dz= | ,| P= im > co | dz =: 中 lim|yco 一 > 1'co|d 
aa 人 moo 全 | a1b] mca “= 


去 lim| 
nooy [a,b] 


一 


“0D DD N= lim) ,|(s0— DD) | 
i=1 Li i=1 


< limVi (sz) — D2)) = limVe( py fi(z)) 
n>o0 i=1 noo i=n 十 1 


<lim > Vi(f) = 0, 


n>ooi=n+l 


即 | |s'(z) 一 h(x)|dz = 0. 由 8 5.3 的 定理 4, 知 s(x) = h(x)a.e. 于 [a,b]. 


习 题 6.2 
1. 设 f(x) 为 闭 区 间 [a,6] 上 的 连续 函数 ,g(x) 为 [a,b] 上 的 有 界 变 差 函 数 ,证 明 : 
reog code 也 为 [a, 妇 上 的 有 界 变 差 丽 数 


2. 设 7Cz) 为 闭 区 间 [a,gj 上 的 有 界 变 差 图 数 ,点 列 {zi)2CLa,o, 且 当天 关 垃 时， 
f(x) 二 0, 证 明 : f(x)==0 a.e. 于 [a,6b]. 


3 6.3 勒 贝 格 积 分 意义 下 的 牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 


前 面 我 们 定义 了 勒 贝 格 意义 下 的 微分 与 不 定 积 分 ,并 讨论 了 闭 区 间 [La,5] 上 单调 有 界 孙 
数 与 有 界 变 差 函数 的 可 微 性 .有 了 前 面 的 准备 工作 ,本 节 将 回答 本 章 开 始 时 提出 的 问题 (2) 
和 (3). 

一 、 勒 贝 格 积分 意义 下 的 积分 上 .下 限 困 数 及 其 性 质 


为 了 研究 L 不 定 积分 与 微分 之 间 的 关系 ,仿照 R 积分 的 做 法 ,需要 定义 工 积分 上 限 函 
数 与 积分 下 限 函 数 , 并 研究 其 性 质 . 
定义 ” 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [La,b] 上 勒 贝 格 可 积 , 则 可 定义 函数 
F(z)=| f(Dd 与 GCz) = | ,fd (rE[ab]), 


分 别称 它们 为 f(x) 在 La,5j 上 的 勒 贝 格 积分 上 限 函 数 与 勒 贝 格 积分 下 限 函 数 ,简称 为 L 积 
分 上 限 函 数 与 工 积 分 下 限 函 数 . 


130 
第 六 章 ” 勒 贝 格 意义 下 的 微分 与 不 定 积分 


引 理 设 函 数 /(z) 在 闭 区 间 [a, 妇 上 可 积 .车 对 任意 cE [a, 妇 , 均 有 | f(z)dr=0, 


则 
f(x) = 0 a.e. 于 [a,b]. 
证 明 ”采用 反 证 法 .假若 f(z) 二 0a.e. 于 二 [a,b] 不 成 立 ,不 妨 设 mE[f 记 0]>>0. 
因为 
E[f>0]=U E[f> 志 ]， 
所 以 存在 N, 使 
mE| 7 二 方 |=3>0 
由 | f(D dr 二 0, 易 知 对 [a, 轨 中 的 任何 区 间 1, 有 | f(z)dz 二 0. 又 因为 [a, 妇 中 的 任何 
开 集 都 可 以 表示 成 [a, 扫 中 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 ,因此 ,对 任意 开 集 G C [a,b]， 


有 | f(z)dz = 0. 寺 是 ,对 任意 闭 集 F CC [a, 妇 , 因 (a,6) 一 F 二 G 为 开 集 , 故 
| redz | fr)dr—| fr)dz 二 0 (区 间 的 端点 不 影响 积分 值 ). 
取 闭 集 FC E| 7>> 方 | 且 mF 之 了 全 , 则 有 
让 三 | readz > 二 .iF 


产生 矛盾 . 故 f(z) == 0 a.e. 于 [a,b]. 
定理 1 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 工 可 积 , 则 工 积 分 上 限 函 数 


WD = | fa 
在 [a,6] 上 绝对 连续 , 且 F(x) = f(x)a.e. 于 [a,6b], 即 
(| ft) = flz)a, e, 于 [a,b]. (6.1) 


证 明 ”由 8 6.1 中 定义 7 后 的 注意 (1),F(z) 在 [a,b5] 上 绝对 连续 .下 证 (6.1) 式 成 立 . 
因为 f(x) 在 [a,b] 上 工 可 积 , 所 以 对 任意 cE[a,6b], f(x) 在 [a,c] 上 也 工 可 积 .由 可 积 
函数 的 连续 逼近 定理 ,对 任意 s 盖 0 ,存在 La,c] 上 的 连续 函数 g(x) ,使 


中 ,|f(z) — plz) |dr < 3 
因为 g(z) 在 [a,c] 上 连续 ,所 以 其 在 [a,c] 上 R 可 积 . 于 是 
(| rod 于 (| rod') Es PCZ) (CzE[Lac])， 


9 
2N 之 0， 


$6.3 勒 贝 格 积分 意义 下 的 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 


从 而 
| | (| f(D di) — /2) |az 
[ac] [a,z] 
= | | Ds C8) — gs) )dz | 一 A 区 


过 = 一 
<| G0 -pa] az+| lg) — f(x) ld 


令 h(z) 二 f(z) 一 g(x), 则 h(x) 在 [a,c] 上 工 可 积 .因为 h(x) 二 (x) 一 h(x)(h'(z) 宇 0， 
h(x) 宇 0), 且 积分 上 限 函 数 


| ht(z)dt 与 | hd 
[a,z] [a,z] 
在 La,c] 上 均 为 递增 函数 ,所 以 


(| jacar) (| cod 一 | id) 


= (oa (| oa 


7 


故 
| (apa) as (epa az+| (oa) dz 
[a'd [a,z] [asd] [a,zx] [a,d] [a;sz] 
<| ndrt| 大 Codz 
[a,e] [ac] 
汉 | [ity | he. 
[Lasd] 
因此 


1 | (人 rod ft ar < | [f(z) — p(x) |dr < e. 
由 的 任意 性 ,有 
| (| fa) 一 Aw) | dz = 0. 
再 由 上 面 的 引 理 ,有 
(fda) -ao|=ose 于 [ae 
故 
(road = wha, es Fad 


上 述 定理 告诉 我 们 ,对 于 工 积分 而 言 , 积 分 上 限 函 数 的 导数 几乎 处 处 等 于 被 积 函 数 . 这 
个 结论 与 R 积分 相同 . 利用 与 上 述 证 明 完 全 相同 的 方法 可 以 证 明 工 积分 下 限 函 数 的 相应 结 
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论 如 下 : 
定理 2 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,b] 上 工 可 积 , 则 工 积 分 下 限 函 数 


el | ,fa 
在 [a,6] 上 绝对 连续 , 且 G’'(x) = 一 f(zx)a. e. 于 [a,5], 即 
(| fae) =— f(z)a. e. 于 [a,b]. 


二 、 绝 对 连续 函数 的 可 微 性 一 一 勒 贝 格 积分 意义 下 的 牛顿 - 菜 布 尼 蒋 公式 


首先 我 们 给 出 绝对 连续 函数 的 一 个 重要 性 质 . 

定理 3 设 FCz) 为 闭 区 间 [a, 引 上 的 绝对 连续 函数 , 且 F' (xz) 二 0 a.e. 于 [a,5j, 则 F(z) 
在 La,b] 上 为 常 值 函 数 . 

证 明 ”只 需 证 对 任意 cE[La,6b], 均 有 F(c) 二 F(a). 

因为 F(z) 在 La,p] 上 绝对 连续 ,所 以 在 其 子 区 间 五 = [a,c] 上 亦 绝对 连续 , 即 对 任意 
ee 过 0, 存 在 $>0, 使 对 [La,c] 中 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 (ayc) (i 二 1,2,…,n), 只 要 


Dc 一 a)<<5, 总 有 了 1f(e) 一 Fa)| 过。 成 立 ， 
令 铺 二 E[ 玉 ==0],; 则 m(E 一 EE) 二 0. 对 上 述 6 二 0, 由 外 测度 的 定义 ,存在 开 集 GDE 一 E,， 
满足 mG<6. 由 一 维 空间 中 开 集 的 构造 ,可 知 G= 局 (diyei) ,其 中 (di,ei) (i 二 1,2,…,m) 为 


G 的 构成 区 间 ,m 取 有 限 值 或 十 ce. 
任 取 &EE, 则 Fe) 一 0, 即 
F(z)—F(&) 
0, 


li 


> 名 工 一 名 
人 日 
尼 一 阁 2(c—a). 
于 是 开 区 间 族 


{(diyei), (bo—h,é +h) |1<i<m,é EE,)} 
构成 [a ,cj 的 开 和 覆盖 . 由 有 限 有 覆盖 定理 ,上 述 覆 盖 存 在 有 限 子 覆盖 ,不 妨 设 为 
{Cdiyei), (€—hisé th;) |i=1,%,p;j=1,.… ,9g). 
在 这 些 di ,ei 6 —h; ,十 hh; (i 二 1,…,p;j 二 1,…,qg) 中 加 入 适当 的 分 点 ,得 到 [a,cj 的 一 个 
分 割 
A: a=Zzo<ZA R71 =b, 


$6.3 勒 贝 格 积分 意义 下 的 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 


且 每 个 区 间 (zi1,zi) 满 足下 列 三 种 情形 之 一 : 
C1) Coy sr CC (drsb: dn 
(2) Zi-1=6 ,HH (rei TE) CE ,Eth ); 
(3) zt 一 与 , 且 (zeyZze)C (5 一 万 ,5 )， 
于 是 


|FCc) 一 Fa)| 过 >)|FCz) 一 FCze iD)| 
k=1 


= DIF(z)— F(a) + > [F(z)— Fr)), 


(1) (2),(3) 


其 中 >, 表示 对 满足 (1) 情形 的 所 有 区 间 求 和 ，》， 表 示 对 满足 (2),(3) 的 所 有 区 间 求 和 . 
当 mG <<6 时 ,包含 在 (di,e;) 中 的 所 有 区 间 (zs_1 ,xi ) 的 长 度 总 和 也 小 于 56, 故 
> | Fz) (wa) [< 


(1) 


Ss [F(zi) — F(z) |= DY (rr) (c a) rt 


(2) ,3) 26 — 9) 


因此 


E . 
人 为) 


二 
| 下 Cc) Fo) |< + €， 


由 e 的 任意 性 ,得 F(c) 二 F(a). 又 由 cELa,6b] 的 任意 性 , 知 下 (xz) 在 La,b6j] 上 为 常 值 函 数 . 
注意 : 我 们 知道 , 若 F(x) 硅 0 (zx€E[a,8]), 则 F(z)==c (ec 为 常数 ). 但 车 仅 有 F(x)==0 
a. e. 于 [a,0], 则 FCz) 在 [a,6] 上 未 必 恒 为 常数 .例如 ,符号 函数 


1， z>>0， 
ol =0; 
一 1， z=0 
满足 sgn'(z) 王 0 a. e. 于 [0,1], 但 其 在 [0,1] 上 不 恒 为 常数 . 所 以 该 定理 的 条 件 “F(z) 满 足 绝 
对 连续 性 ”是 一 个 关键 条 件 ,不 可 或 缺 . 
因 闭 区 间 [La,6b] 上 的 绝对 连续 函数 一 定 为 有 界 变 差 函数 , 故 其 在 La,5j] 上 也 几乎 处 处 可 
导 , 即 有 下 面 的 定理 . 
定理 4 设 下 (x) 为 闭 区 间 [a,5j] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 
(1) F(z) 在 La,b] 上 几乎 处 处 可 导 . 
(2) F'(z) 在 [a,b] 上 工 可 积 . 


(3) F(z) = F(a) +| ,F Dae. 特别 地 ,有 


[a, 
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L ,FP'(z)dzr = F(b) — F(a) = [F(z)}. 
ap 


证 明 ”因为 F(x) 在 La,o] 上 绝对 连续 ,所 以 其 在 La,oj 上 是 有 界 变 差 了 水 数 . 因此 F(x) 
在 [a,b] 上 几乎 处 处 可 导 , 且 F(x) 在 La,b] 上 工 可 积 . 
设 F(z) = f(x)a.e. 于 [a,6], 记 


ECZz) = 上 -TDd， V(rz) 二 下 (Crz) — B(x). 


因 F(z) 及 B(x) 均 为 La,6] 上 的 绝对 连续 函数 , 故 亚 (x) 在 La,b] 上 也 绝对 连续 , 且 
Vr) =F(r)— D(z) = f(x)— f(rx) = 0a.e. 于 [a,b]. 
于 是 ,由 定理 3, 有 V(r) C sa 于 [La ,oj], 即 


F(x) 一 c+] ds, 
其 中 C 为 某 一 常数 .将 z= 二 a 代入 上 式 , 得 C= 二 F(a), 故 
Wey = Pay 十 | fd, 


从 而 


F(x) = F(a) 十 | F Dd. 


特别 地 , 当 工 取 m 时 ,有 

| ,F(a) de = FCb) — Fa). 
注意 : 该 定理 告诉 我 们 ,任何 绝对 连续 函数 都 可 以 表示 为 一 个 L 可 积 防 数 的 不 定 积分 . 
综合 定理 1 与 定理 4, 我 们 得 到 下 面 的 结论 , 即 L 积分 意义 下 的 牛顿 - 莱 布 尼 效 公式 . 
定理 5( 牛 顿 - 莱 布 尼 茨 公式) | F'(Dd = FCz) 一 F(a)CzE Las) 当 且 仅 当 F(x) 
证 明 ”必要 性 即 是 定理 1, 充 分 性 即 是 定理 4. 


例 设 { 户 (z)} 呈 :为 闭 区 间 La,o] 上 的 绝对 连续 函数 列 ,满足 条 件 : 
(1) limf, (zx)=/f (x) (XE [a,b |); 


(2) | f(z) [F(x)a.e. 于 [a,b] (n=1,2,…),F(z) 在 [a,b6] 上 工 可 积 ; 

(3) limf, (zx)=h(z) (rE [a,b]). 
证 明 : f(x) 二 h(x)a.e. 于 [a,b]. 

证 明 因为 f(x) (n= 二 1,2,… ) 在 [a,65] 上 绝对 连续 ,由 勒 贝 格 意义 下 的 牛顿 - 莱 布 尼 菊 
公式 ,有 


' fr Dt = f(x) — fla) (TN 


$6.4 富 比 尼 定理 与 分 部 积分 公式 


由 条 件 (2) 与 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ,有 
pe] fe | Dn 
从 而 
f 0 — f= lim f(D f= lim| fCDd 


= | imAcod = | hss, 
[ae,z] 一 co [a,z] 


习 题 6.3 


1. 设 f(x) 为 闭 区 间 [a,b] 上 的 单调 函数 , 且 (x) 处 处 存在 ,证 明 : f(z) 为 [a,5] 上 的 
绝对 连续 函数 . 


2. 设 {f,(z))%; 为 闭 区 间 [a,6] 上 单调 递增 的 绝对 连续 函数 列 . 若 级 数 3)f, (x) 在 
[a ,个 上 收 伍 于 f(z) ,证 明 : f(z) 也 为 [a,6] 上 的 绝对 连续 函数 . 
3. 设 {f,(z))21 为 闭 区 间 [a,6] 上 绝对 连续 的 函数 列 , 且 存在 E[a, 丰 ,使 >) f,(8&) 收 


敏 . 若 级 数 > | |;Cz)| dz 收 全 ,证明 > 六 (z) 在 [a, 拉 上 收 伍 ,其 和 函数 FCz) 在 [av 四 上 


绝对 收 敏 , 目 f(z) = PCz)ae 于 [ae 加 


$ 6.4 富 比 尼 定 理 与 分 部 积分 公式 


前 面 我 们 研究 了 勒 贝 格 意 义 下 的 微分 与 不 定 积分 的 关系 ,得 到 L 积分 与 微分 互 为 道 运 
算 ,将 数学 分 析 中 R 积分 的 相应 结果 进行 了 推广 .在 R 积分 中 ,我 们 研究 了 重 积分 与 累 次 积 
分 之 间 的 关系 ,将 计算 重 积分 的 问题 转化 为 计算 累 次 积分 ;也 利用 分 部 积分 公式 求 得 了 一 些 
函数 的 R 积分 . 上述 结果 对 于 工 积分 而 言 是 否 可 以 得 到 类 似 的 推广 呢 ? 答案 是 肯定 的 . 这 
也 是 本 节 我 们 要 讨论 的 内 容 . 


一 、 重 积分 与 累 次 积分 的 关系 


富 比 尼 (CGuido Fubini,1879 一 1943) 定 理 给 出 了 勒 贝 格 意义 下 的 重 积分 与 累 次 积分 的 关 
系 , 其 类 似 于 黎 曼 意义 下 的 重 积分 与 累 次 积分 的 关系 . 利用 它 可 以 将 求 L 重 积分 的 问题 转化 
为 求 两 次 二 积分 ， 
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定理 1( 富 比 尼 定 理 )” 设 A CR’,B CR? 均 为 可 测 集 ,f(z,y) 在 AXB 上 工 可 积 , 则 
几乎 对 于 所 有 的 zx EA,f(z,y) 作为 y 的 函数 在 日 上 工 可 积 ,积分 | /(z,y)dy 作 为 z 的 本 
数 在 A 上 工 可 积 , 且 
类 似 地 ,有 

| fC, wdzrdy = Jay| fz dz. 


R 所 :中 的 可 测 集 , 且 


| f (zy dzdy = mG(A XB,/), 


GCA BN | mh x B, Fdz, 
A 


其 中 mG(AXB,f), 表示 GC(AXB, 了 有 ) 在 zxCA 处 的 截 口 GC(AXB, 了 ),CR"' 的 测度 ,其 在 
A 上 几乎 处 处 有 意义 . 

由 于 
{(y,z) |y€EB,0<z<f(zr,y)}, rEA, 
多， rEA, 
所 以 对 任意 zxEA,G(AXB, 了 ), 即 为 将 z 固定 ,将 f(z,y) 看 成 y 的 函数 时 ,其 在 B 上 的 下 
方 图 形 . 因此 , 当 G(AXB, 了 ); 可 测 时 ,有 


mG(AXB,f), = mG(B, fn) = | frpdy. 


GCAXB,D,= | 


于 是 


| f zy dzrdy= mG(A XB, 7) =| WOCA KB, FY ds 
Ax A 


二 | az| fo,wdy. 


情况 2: f(x,y) 为 一 般 的 可 测 函 数 . 因为 f(z,y) 在 AXB 上 工 可 积 , 所 以 其 正 部 函数 
f(z,y) 与 负 部 函数 f (zx,y) 也 在 AXB 上 工 可 积 .将 fi(zx,y) 与 f(x,y) 同 时 应 用 情况 
1 的 结果 ,再 由 一 般 可 测 函 数 L 积分 的 定义 ,得 


| Hz,y)dzdy= | f+ (zy dzdy —| f (zyy)dzdy 
AxB AxB AxB 


= | dz| f* (zydy—| dz| f (zy)dy 
A B A B 


$6.4 富 比 尼 定理 与 分 部 积分 公式 


| | Fs i dy -| 六 (zy)dy | 
3 | az| LF 人 一 下 


-| dz| f(x,y)dy. 
RE: 


注意 : 该 定理 给 出 了 L 积分 中 高 维 积分 与 低 维 积分 之 间 的 关系 . 我 们 看 到 ,在 勒 贝 格 意 
义 下 , 重 积分 化 为 累 次 积分 的 条 件 比 R 积分 的 弱 得 多 . 

下 面 为 勒 贝 格 意义 下 累 次 积分 交换 次 序 的 定理 . 

推论 设 AC R?*,BC R’ 均 为 可 测 集 ,函数 f(z,y) 在 AXB 上 工 可 积 , 则 


| dz| Fy =| dy| a i 
A B B A 


注意 : (1) 由 此 推论 ,我 们 看 到 在 勒 贝 格 意义 下 , 累 次 积分 交换 次 序 的 条 件 也 比 R 积分 
弱 得 多 . 
(2) 该 推论 的 逆 命 题 不 真 , 即 由 | .az) fydy = | dy| flrs waz 未 必 能 推出 f(x,y) 
在 AXB 上 LL 可 积 .例如 ,对 于 
TY 2 5 
Rr -二 + yy) te he 
0， zz 十 光一 0， 
因为 f(z,y) 在 [一 1,1] X [一 1,1] 上 关于 xz 和 yy 均 为 奇 函 数 , 所 以 


| dz| czy)dy 一 | dy| pe 
[一 1,1] [—1,1] [一 1,1] [一 1,1] 


但 f(r,y) 在 [一 1,1]X[ 一 1,1] 上 并 不 工 可 积 .事实 上 , 若 f(x，,y) 在 [一 1,1]X[ 一 1,1] 上 
L 可 积 , 则 其 在 [0,1] X [0,1] 上 一 定 也 工 可 积 , 且 


| f(zx,y)dzrdy = | dz| fx,y)dy. 
[o,1]x[o,1] [0,1] [90,1] 
然而 


1/1 
Jf ndy = Se) 


在 [0,1] 上 不 工 可 积 ,产生 了 矛盾. 
例 1 设 函 数 f(x) 在 ACR?* 上 工 可 积 ,函数 g(y) 在 BCR 上 可 积 ,证 明 : f(zx)g(y) 
在 AXB 上 工 可 积 . 
证 明 因 f(z) 在 A 上 可 积 , 故 其 在 A 上 一 定 可 测 , 且 几乎 处 处 取 有 限 值 . 同 理 g(y) 
为 B 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 可 测 函 数 . 因此 f(x)g(y) 在 AXB 上 几乎 处 处 有 意义 . 设 
E,= 二 {1(zx,y)EAXB|f(z)g(y) 无 意义 )， 
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则 mE 二 0, 且 f(x)g(y) 在 AXB 一 E。 上 可 测 . 由 于 函数 在 零 测度 集合 上 的 取 值 不 影响 其 L 
积分 ,将 f(x)g(y) 在 E。 上 补充 定义 ,使 其 在 E。 有 意义 . 故 可 设 f(x)g(y) 为 AXB 上 的 可 
测 函数 . 
若 f(x) 与 g(y) 都 是 非 负 函数 ,由 定理 1, 有 
| fwecyardy = | dz| fady = | rcodz| gdy <+o0, 


即 f(zx)g(y) 在 AXB 上 工 可 积 . 
若 f(x) 与 gCy) 都 是 一 般 的 工 可 积 函 数 , 则 fi (xz),f (xz),g (y),g (y) 均 为 非 负 LL 
可 积 的 , 且 
7Cz)gCy)= 王 (Fr(Cz) 一 三 (Cz))(Cg (COy) 一 5 (y)) 
=f'(r)g' (COy) 一 F(z)g (y)—f (rg' (y+f (rxr)g (0y) 
中 的 每 项 都 是 AXB 上 的 工 可 积 函 数 ,从 而 结论 成 立 . 


二 、 分 部 积分 公式 

与 R 积分 类 似 , 我 们 也 有 勒 贝 格 意义 下 的 分 部 积分 公式 . 

定理 2( 分 部 积分 公式 )” 设 函数 f(x) 在 闭 区 间 [La,5] 上 绝对 连续 ,了 忒 数 yY(x) 在 La,b] 
下 元 可 各 ,g(x) 二 g(ay 于 | ,YCD di, 则 


| ,fe (de = [Fw hstr) | -| fg 
证 明 设 D={(z,y)|a<y<z<6). 因 为 f(x) 在 [4a,6j] 上 绝对 连续 ,所 以 f(z) 在 [a,0] 
上 工 可 积 . 令 
yx)f (y), (rz,y)ED, 
05 (x,y) FD, 
则 F(z,y) 在 La,6j]XLa,b] 上 工 可 积 .由 富 比 尼 定 理 , 有 


F(z,y)dzdy— | dz| 
| X,Y drdy a 二 ed C0 y)dy 


Fez,y)= | 


= dy| yy Fd 
[a,b] [yb] 
又 因 


| da| .7D7 dy= | YC LA) — f(a) ]dz 
a,b) [a,x| 6] 


[a, 


= | KJ 一 fle) [g(tby =— gla) | 
aib 


) ,8 Pfr) dr — fla [gb) — gla)], 
[lap 


$6.4 富 比 尼 定 理 与 分 部 积分 公式 


| Cea | WL .8 (WLglb) — gy) Jdy 
= 一 | fg)dy tg LE 一 Fa)] 


-| ,ff (x) gx)dr + gCb) [FCB — fla)], 


| lwp Cyds = F F(aygte) -| FV) (de. 
[a,b] [a,b] 
例 2 设 函 数 f(z) 在 [0, 十 co) 上 工 可 积 ,证 明 : 

| d| fl dw = | Cw = md Fd 


证 明 $ FW= | ,fdult EL0, +o0)), 则 
| di| fodu = [CPE—| 7 
[0,zx] [0,2] [0,z] 
EE z| fl du a wf alu 


二 | (ZO—u)f (udu. 
Lo,z] 
习 题 6.4 
1. 设 F(zy) 为 Ref 上 的 可 测 函 数 , 且 对 几乎 所 有 的 = E Re,| ,|7(z,y)|dy <+co， 


| .az| ezpldy <+ = 证明，F(z,y) 在 Rr” 上 可 积 . 

2. 设 FCz,y) 为 民 "上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 对 任意 zER2?*,FCz,y) 都 在 R? 上 几乎 处 处 取 
有 限 值 , 证 明 : 对 几乎 所 有 的 yER?,f(zx,y) 都 在 R* 上 几乎 处 处 取 有 限 值 . 

3. 设 Fr, 一 [到 让,8Cz 一 [TO0<z,y<1), 求 f(z,y) 与 g(x,y) 在 勒 


贝 格 意义 下 的 累 次 积分 . 
4. 证 明 上 题 中 的 f(z,y) 与 g(x,y) 在 (0,1)X(0,1) 上 均 不 可 积 . 
5. 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [La,5] 上 工 可 积 , 证 明 : 


一 可 
| epaz| f(D d= (| ,fdz) . 


[a 


139 


参考 文献 


[1j 周 民 强 . 实 变 函 数论 . 第 一 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 ,2001. 

[2] 江 泽 坚 , 吴 智 泉 , 纪 友 清 . 实 变 函 数论 . 第 二 版 .北京 : 高 等 教育 出 版 社 ,2007. 

[3] 徐 森 林 , 薛 春 华 . 实 变 函 数论 . 北京: 清华 大 学 出 版 社 ,2009. 

[4] 那 汤 松 . 实 变 函 数论 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ,1983. 

[5] 曹 广 福 . 实 变 函数 论 与 泛 函 分 析 . 第 二 版 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ,2001. 

[6] 张波 , 张 伦 传 . 实 变 函 数论 讲义 .北京 : 清华 大 学 出 版 社 ,2012. 

[7] 徐 新 亚 . 实 变 函 数论 .上海 : 同济 大 学 出 版 社 ,2010. 

[8] 周 民 强 . 实 变 函数 解 题 指南 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 ,2007. 

[9] 孙 雨 雷 , 冯 君 淑 . 实 变 函 数 与 泛 函 分 析 基 础 同步 辅导 及 习题 全 解 . 北京 : 中 国 水 利水 电 出 
版 社 ,2011. 

[10] Rudin W. Real and Complex Analysis. 2nd Edition. New York: McGrawHill book 

Pub Comp, 1974. 
[11] Royden H L. Real Analysis. New York: Macmillan Pub Com, 1988. 


A 的 基数 不 大 于 B 的 基数 
A 的 基数 小 于 B 的 基数 
EE 在 zo 处 的 截 口 

EE 在 y。ER’ 处 的 截 口 
F.。 集 

Gs 集 

L 不 定 积分 

L 覆盖 

L 积分 

L 积 分 上 限 函 数 

L 积 分 下 限 函 数 

L 可 积 

2 维 闭 区 间 

n 维 开 区 间 

n 维 空间 

n 维 欧 几 里 得 空间 

n 维 欧 氏 空间 

Pu。 的 6 邻 域 

o 代数 

o 域 


半径 
被 积 函 数 
闭 包 
闭 集 
闭 邻 域 
闭 区 间 
边界 


名 词 索 3 引 


15 边界 点 
16 | 变 差 
53 | 并 
53 并 集 
30 | 波 耳 查 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 定理 
29 | 博 雷 尔 集 
114 | 补 集 
37 不 定 积分 
78 不 可 测 
129 | 不 相等 
129 C 
78 差 
24 差 集 
24 | 稠密 集 
22 次 可 加 性 
22 | 存在 极限 集 
22 D 
23 大 和 
10 | 代数 
10 | 单调 递减 集合 列 
单调 递增 集合 列 
23 单调 性 
78,88,89 导 函 数 
25 | 导 集 
29 导数 
34 | 笛 卡 儿 乘 积 
24 点 


25 | 点 P 到 点 集 B 的 距离 


10 
37,39,83,90 
112 

25 

112 

52 

22 

24 


名 词 索 引 


点 集 
度量 空间 
对 称 差 
对 称 差 集 
对 称 性 
对 等 


法 都 引 理 

非 负 性 

分 部 积分 公式 
分 划 

分 划 也" 比 吕 更 细密 
分 配 律 
富 比 尼 定 理 
负 变 差 

负 部 

负 部 函数 
弗 雷 吹 定 理 
负 总 变 差 


构成 区 间 

孤立 点 

孤立 集 
广义 闭 区 间 
广义 开 区 间 
广义 区 间 
广义 左 闭 右 开 区 间 
广义 左 开 右 闭 区 间 


104 


138 


积分 集合 

极限 

极限 集 

集合 

集 类 

集 族 

几乎 处 处 成 立 

简单 函数 

交 

交换 律 

交集 

交 与 对 称 差 的 分 配 律 
阶梯 函数 

结合 和 

截断 函数 

具有 连续 基数 的 集合 


绝对 可 积 性 
绝对 连续 
绝对 连续 函数 


开 集 

开 邻 域 
开 区 间 

康 托 尔 集 
康 托 尔 集合 
可 测 

可 测 分 划 
可 测 函 数 
可 测 集 


78,88,89 
11 
10%11 


22,23 


83,90 


42,55 


可 导 
可 导 函 数 
可 加 性 
可 列 集 
可 数 基数 
可 数 集 
可 微 函 数 
空 集 
控制 函数 


勒 贝 格 不 定 积 分 
勒 贝 格 测度 
勒 贝 格 定理 
勒 贝 格 覆 盖 
勒 贝 格 积 

勒 贝 格 积分 上 限 函 数 
勒 贝 格 积分 下 限 函 数 
勒 贝 格 可 测 集 合 
勒 贝 格 可 积 

勒 贝 格 控 制 收 敛 定理 
勒 贝 格 内 测度 
勒 贝 格 上 积分 
勒 贝 格外 测度 
勒 贝 格 下 积分 

勒 贝 格 有 界 收敛 定理 
勒 贝 格 逐 项 积分 定理 
勒 维 渐 升 列 积 分 定理 
离散 集 

黎 曼 积分 

黎 曼 可 积 

黎 斯 定理 

连续 基数 

列 导数 


37 
76,78,88,89 
129 

129 

42 
76,78,88,89 
97 

39 

78 

37 

78 

100 

102 

101 

28 

75 

75 

67 

20 

112 


列举 法 
邻接 区 间 
邻 域 
零 测 集 
鲁 金 定理 


适 集 
描述 法 


内 测度 
内 点 
内 域 


牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 


欧 几 里 得 距离 


平凡 子 集 
平移 不 变性 


区 间 
全 集 


体积 


名 词 索引 


24,33 


名 词 索 引 


外 测度 
外 点 
外 域 
完备 集 
完全 集 
无 处 稠密 集 
无 界 集 
无 界 集合 
无 穷 集 
无 穷 集 合 
无 限 集 
无 限 集合 


下 标 集 
下 方 图 形 
下 极限 
下 极限 集 
线性 性 质 
相等 
相同 基数 
小 和 


叶 果 洛 夫 定理 
依 测度 收敛 
有 界 变 差 函 数 
有 界 集 

有 界 集合 

有 勒 贝 格 积分 


有 限 集 合 

右 导 数 
右 可 导 

右上 导数 
右 下 导数 
余 集 

域 

元 素 

约 当 分 解 定理 


在 点 xo 处 连续 
真子 集 

正 变 差 
正 部 

正 部 函数 
正 总 变 差 
直径 
指标 集 
至 多 可 数 集 
中 心 

子 集 

自 密 集 

总 变 差 
总 变 差 函数 
左 导数 
左 可 导 
左上 导数 
左下 导数 


习题 答案 与 提示 


习 题 2.1 


. (1) 车 B==C, 则 必 有 AUB=AUC; 若 A=R,B==Q@,C=Z, 则 BC, 但 也 有 AUB=AUC 成 立 . 
(2) 车 B=C, 则 必 有 ANMB=ANMC; 若 A==Z,B=Q,C== 民 , 则 B 关 C, 但 也 有 AN 门 B=ANC 成 立 . 


(3) 设 A,=| 二 ,2 上 (一 D* | (w=1,2,…), 则 limA, 二 (0,1]. 当 为 偶数 时 ,2E A,, 但 24 limA,. 


(4) 利用 = 域 的 定义 证 明 即 可 . 

- 由 已 知 等 式 , 显 然 有 ACB, 故 必要 性 成 立 . 充分 性 : 利用 已 知 条 件 证 明 等 式 左 、 右 两 边 互 相 包 含 . 

. 任 取 xzEA 一 B, 则 xXEA, 上 且 xFfB, 故 zxEANB'; 反 之 , 任 取 xEANB', 则 zxzEA, 且 x&KB, 故 rz€EA 一 B. 
. 充分 性 显然 成 立 ; 必 要 性 利用 反 证 法 可 证 . 


EE ls rEA, 
.利用 示 性 函数 的 定义 pan- | 证 明 . 
0, XEA 
,利用 数学 归纳 法 证 明 . 


. (1) 由 于 对 任意 正 整数 , 均 有 E| /之 a 十 汪 |CE[/>a], 故 


Cs 


E| />at2 |cEL/f>al. 


L 


反之 , 任 取 zE EL>o], 则 必 存在 mm ,使 Kz)>a+ 款 , 故 zE E[ />a+t 二 | ,从 而 


E[/>alc Us[ />ati|. 
(2) 证 明 与 (1) 类 似 . 
. 对 任意 正 整数 ,都 有 Z 一 A4CA,CQ, 故 ZC lmA,C JmA, 一 Q. 对 任 一 有 理 数 皮 ,其 中 p,4 为 整 


数 ,9>0, 有 也 一 名 EA (n 一 1,2,…), 故 邓 属 于 无 穷 多 个 A,. 于 是 上 EmmA,, 从 而 jmA, 一 Q. 任 取 
rE limA,, 则 x 为 有 理 数 . 记 一 刀 , 其 中 9q>0, 且 p,q 互 质 .因为 也 E limA,, 所 以 存在 正 整 数 N, 当 
nN 时 ,在 EA,. 取 一 质数 之 N, 则 必 有 整数 加 ,使 万 一 于 ,从 而 np 一 qm. 于 是 n 能 被 4 整除 . 因为 


为 质数 ,所 以 a=1, BE Z. 故 limA, 一 Z. 


. (1) 一 方面 , 任 取 xEE[f>aj]; 则 有 f(x) 之 a. 于 是 存在 刀 ,使 f(z) 一 > 六 因为 limf(z) 王 f(z), 所 
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mamD 


习题 答案 与 提示 


以 存在 正 整数 N, 当 n 宇 N 时 ,f, (xz) 之 f(z) 一 宛 ， 故 当 n 宇 NN 时 ,f, (Zz) 之 a 十 庆 ， 即 ze 
E[/>at 宛 ]. 于 是 ze U ImE[ 六 >a+ 去 | 另 一 方面 , 任 取 ze U lmE[ 六 >a+ 支 ] ,存在 
心 ,使 =E limE| /之 a 十 二 | ,从 而 存在 N, 当 n>N 时 ,zEE| 六 >o+ 二 |, 即 有 大 (z)>a+ 二 .又 


由 limf,(z) 二 /(z), 知 7(z)>a 十 过 ,当然 有 FoD>a, 即 zEECFo]. 
(2) 与 (3) 的 证 明 与 (1) 类 似 . 


习 题 2.2 


. (1) 设 A=Z1,B=Z7-(2Z-==Z 一 Z4 一 (0)), 则 A~B, 但 AB. 


(2) 不 一 定 . 设 A=Q@ ,B 为 R: 中 全 体 有 理 点 构成 的 集合 ,但 二 者 均 为 可 数 集 , 即 =. 
(3) 不 一 定 . 设 A 二 Z, 则 A~Z ,对 等 ,而 A 可 数 集 . 

(4) 不 一 定 . 设 A=Z,,B=Z, 则 A 与 B 的 一 个 真子 集 对 等 ,而 A~B. 

由 A~B,C= 一 AU(C 一 A) 及 C==BU(C 一 B) 可 证 得 结论 成 立 . 

由 A~B,A 二 CU (A 一 OQ) 及 B= 二 CU (B 一 0C) 可 证 得 结论 成 立 . 


.证明 其 满足 自 反 性 、 对 称 性 与 传递 性 . 
. 先 就 "一 2 的 情况 进行 证 明 , 即 平面 上 全 体 有 理 点 构成 的 集合 为 可 数 集 ,然后 利用 数学 归纳 法 证 明 结 论 


成 立 . 


. 将 每 一 个 以 有 理 点 为 端点 的 开 区 间 (r'9) 与 平面 上 坐标 为 有 理 数 的 点 Cr,g) 对 应 ,再 由 第 5 题 的 结果 , 结 


论 成 立 . 


. 不 妨 设 f(x) 为 单调 递增 函数 ,zx 为 其 一 个 不 连续 点 , 则 f(z 一 0) 二 f(z 十 0). 将 工 与 其 对 应 的 跳跃 区 间 


(f(z 一 0),f(z 十 0)) 对 应 , 则 当 不 连续 点 二 天 zz 时 ,它们 对 应 的 跳跃 区 间 为 互 不 相交 的 开 区 间 . 由 本 节 
的 例 7, 可 得 结论 成 立 . 


. 设 可 数 集 A 的 所 有 有 限 子 集 构成 的 集合 为 允 , 记 有 允 为 A 中 个 元 素 所 成 集合 的 全 体 构 成 的 集合 , 则 


oo 


和 天. 用 数学 归纳 法 证 明 天 (n 宇 1) 为 可 数 集 , 从 而 了 为 可 数 集 . 


n=0 


. 设 Ao 一 (qi,yaz ya3，…}) 为 A 的 可 数 子 集 ,Ai 二 {ai,as ;a5 9 ), 邻 A’ 二 A 一 Ai, 则 A* 即 为 满足 条 件 的 


集合 . 


习 题 2.3 


. 用 反 证 法 . 假设 全 体 无 理 数 构成 的 集合 为 可 数 集 , 则 员 =a, 产 生 矛 盾 . 由 § 2. 3 的 定理 8, 其 基数 为 c. 
. 一 方面 ,对 于 正 整 数 集 Z, , 设 其 寡 集 为 . 公 对 任意 AE NU, 考虑 A 的 示 性 函数 


( Die= 1， mmEA， 
人 0, ngA. 


作 从 A 到 (0,1) 的 映射 ,使 A 对 应 z==0. ga (1)ga(2)…, 则 2<c; 另 一 方面 , 作 从 (0,1) 到 有 理 数 集 的 震 


3. 


习题 答案 与 提示 


集 29 的 对 应 ,使 + 对 应 A;, 二 {rlr<z,r€ QQ}), 则 c 委 2 .由 伯 因 斯 坦 定理 ,结论 成 立 . 


. 根据 已 知 条 件 建立 B 与 BUC 之 间 的 1-1 对 应 关系 . 
. 作 1-1 映射 p: AU BR, 证 明 pg(A)==c 或 9g(B)=c. 
. 一 方面 , 设 [0,1] 的 寡 集 为 A, 作 从 A 到 下 的 映射 ,使 A 对 应 其 示 性 函数 ga(z), 则 2:<F; 另 一 方面 , 作 


从 下 到 RR* 客 集 的 映射 ,使 /(z) 对 应 其 图 像 
则 F<2:. 由 伯 恩 斯 坦 定理 ,结论 成 立 . 


习 题 2.4 


. ol 不 满足 三 角 不 等 式 ;oz 不 满足 非 负 性 . 
. 利用 距离 空间 的 定义 证 明 . 


习 题 2.5 


. (1) 不 一 定 . 设 A=Z, 则 A 为 无 穷 集 ,但 A' 关 7. 


(2) 不 一 定 . 设 A=Q,B=Q', 则 A*UB"=G,(AUB)"=R , 即 A*UB" 关 (AUB)". 可 以 证 明 
A"UBC(AUB).. 

(3) 是 . 设 A=Z , 则 其 为 离散 的 无 穷 集 . 

(4) 不 一 定 成 立 . 设 已 = [0,1],zm 一 子 , 则 N(zo,1) 几 E 为 无 穷 集 ,但 zo gE 一 [0,1]. 


(5) 是 , 即 波 耳 撒 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 定理 . 

(6) 不 一 定 . zo 为 EE 的 孤立 点 时 也 有 对 任意 6 二 0,N(zo,0) 门 E 关 2. 

(7) 正确 . 设 xEE, 则 对 任意 6 二 0, 有 N(x,0) 门 E 了 关 B. 若 有 (N(xz,8) 一 {x})) 败 E 关 BD, 则 XEE ;否则 工 
为 的 孤立 点 . 

(8) 是 .由 孤立 点 的 定义 ,其 为 不 是 聚 点 的 边界 点 . 

(9) 不 一 定 . 设 E=[0,1], 则 z=1 为 EE 的 边界 点 ,同时 它 也 为 EE 的 聚 点 . 

(10) 是 .因为 外 点 一 定 不 是 聚 点 ,所 以 , 若 zx 不 是 边界 点 , 则 其 一 定 为 刁 的 内 点 . 

(11) 不 正确 . 设 A=Q,B=Q-, 则 4nB'=R,(AnB) = 好 ,AmnB' 天 (AmB) 

(12) A' 是 B' 的 真子 集 或 A’=B.. 

(13) AUB =(AUB) .因为 (AUB)=A'UB', 且 A'UB'=A UB. 

(14) 正确 .因为 此 时 Po 或 者 为 下 的 内 点 ,或 者 为 忆 的 边界 点 . 


. (1) 充分 性 显然 . 必要 性 : 设 N(P) 为 任意 含有 Pu 的 邻 域 , 则 存在 % 之 0, 使 NCP,,s)CNCP). 因 为 


Po EE ,所 以 NCPo,so) 中 含有 下 的 无 穷 多 个 点 ,从 而 NC(P) 中 亦 含 有 下 的 无 穷 多 个 点 . 
(2) 必要 性 显然 . 充分 性 : 设 N(P) 为 含有 Po 的 邻 域 , 且 NC(P)CE. 令 0<6<5-p(Po,P), 则 NCPo,6)C 
N(P)CE. 因 此 PEE". 
用 反 证 法 . 假设 EE 为 至 多 可 数 集 . 因为 E 一 E 为 孤立 集 ,所 以 其 也 为 至 多 可 数 集 .于 是 E=E'U(E 一 E') 
为 至 多 可 数 集 ,因而 ECE 为 至 多 可 数 集 ,产生 矛盾 . 


148 
习题 答案 与 提示 


> 


. 由 已 知 ,E 为 离散 集 , 当 然 也 为 孤立 集 , 故 玉 为 至 多 可 数 集 . 因为 有 界 无 穷 集 满足 E' 关 名 ,所 以 当 玉 为 非 
空 有 界 集 时 ,EE 只 能 是 有 限 集 . 
5. (1) E’=[0,1],E"=@,E=[0,1]. 
(2) E’=[0,1]X{0},E’=@,E=[0,1]X {0}. 
(3) E’={(zx,y |7r +y 1},E={(r,y) rity <1},E={(r,y) |zr:+y 1)}. 
6. E'=EU({0} Xx[0,1]),E=8,E=EU({0}X[o0,1]). 


习 题 2.6 


.01) 因 [0,1]= 全] (一 二 ,1 十 二 ) , 故 闭 区 间 [0,1] 是 一 个 Gy 集 . 


和 


(2) 因 (0,1)= 吕 | 二 ,1 一 二 | , 故 开 区 间 (0,1) 是 一 个 已 集 


n=3 n 
(3) 是 . 因为 开 集 中 的 点 都 为 内 点 ,内 点 一 定 是 聚 点 , 即 ECE'. 
(4) 不 一 定 . 如 实数 集 R 既 为 完备 集 又 为 开 集 . 


元 ,于 二， ,其 为 孤立 集 ,0E 但 0EE, 帮 其 不 是 闭 集 . 

(6) 因 离 散 集 的 导 集 为 空 集 , 故 其 一 定 是 闭 集 . 

(7) 设 A=[0,2],B=[1,3], 则 4 一 B 一 [0,1), 其 不 是 闭 集 ， 

(8) AU B' 一 A" 一 定 为 闭 集 . 因为 任意 集合 的 导 集 与 闭 包 均 为 闭 集 , 内 部 一 定 为 开 集 , 且 
AUB’—A’=(AUB NA). 

(9) 因 有 限 集合 一 定 也 为 闭 集 , 故 AUB 一 定 为 闭 集 . 

(10) 可 能 . 设 A=[0,1),B=[0,1], 则 AUB 为 闭 集 . 

(11) 一 定 是 . 因为 此 时 五 中 的 点 均 为 聚 点 , 即 ECE.. 

(12) 因 G 一 F=GN 门 F', 故 其 一 定 是 开 集 . 

(13) 正确 .因为 此 时 roC 丐 , 若 忆 为 闭 集 , 则 下 一 巨 ,从 而 xoCE, 产 生 矛 盾 . 

(14) 一 定 是 . 任意 集合 的 导 集 都 是 闭 集 . 

(15) G1 一 Gs 可 能 是 开 集 ,可 能 是 闭 集 , 也 可 能 既 不 是 开 集 也 不 是 闭 集 . 


(5) 不 一 定 .如 B=d1, 


(16) ( A,) 为 闭 集 . 因为 任意 集合 的 内 域 均 为 开 集 ,任意 多 个 开 集 的 并 集 为 开 集 , 开 集 的 补 集 为 
闭 集 . 


co 


G7) ( 门 B;) 为 开 集 . 因为 任意 集合 的 导 集 为 闭 集 ,任意 多 个 闭 集 的 交集 为 闭 集 , 闭 集 的 补 集 为 开 集 . 


n=1 


(18) (4 一 Am (5B) 为 开 集 . 因为 任意 集合 的 内 域 为 开 集 , 导 集 为 闭 集 , 闭 包 为 闭 集 . 
(19) 开 集 . 因为 该 集合 中 的 点 都 是 内 点 . 
(20) G1 ,Gz 均 为 开 集 是 Gi UG 为 开 集 的 充分 条 件 而 非 必 要 条 件 . 
2. 利用 域 的 定义 证 明 其 为 域 . 因为 可 数 个 开 集 的 交 未 必 是 开 集 ,可 数 个 闭 集 的 并 也 未 必 是 闭 集 ,所 以 其 不 


Am mw 


10. 
11. 


12. 


1. 


习题 答案 与 提示 


是 ao 域 . 


. 因 两 个 自 密集 的 并 集 为 自 密集 ,两 个 闭 集 的 并 集 依然 为 团 集 , 故 结论 得 证 . 
.由 闭 集 定义 及 F==FUF 即 可 证 得 . 


因为 下 中 任 一 收敛 点 列 {P, ) 这 1 的 极限 点 都 属于 下 的 闭 包 , 根 据 闭 集 的 定义 得 证 . 


. 设 下 为 包含 E 的 任意 闭 集 , 往 证 FE. 
. 利用 定义 证 明 NCP。,6) 中 的 每 一 点 都 是 内 点 ;而 NCP。,9) 由 其 内 域 与 边界 {Plp (P,P。) 一 6} 构 成 . 
. 利用 U 二 {Plp (P,E) 一 d) 为 包含 集合 E 的 开 集 可 证 得 第 一 部 分 结论 ;利用 开 集 与 闭 集 的 对 偶 性 可 证 


得 第 二 部 分 结论 . 


. 利用 连续 函数 的 定义 证 明 E[ /aj 中 的 任意 点 均 为 内 点 . 同 理 可 证 E[f<a]j 也 为 开 集 . 因 E[ = 


E[f<a]', 故 其 为 闭 集 . 
利用 连续 函数 的 定义 证 明 E[ f 宇 c] 的 所 有 聚 点 均 在 其 中 . 
利用 反 证 法 . 


因为 站 FF, 一 ,所 以 门 忆 一 ( 自已 ) =R 刁 [esbJ. 又 因 已 为 [a,6] 的 闭 子 集 , 故 F; 为 开 集 ， 
{;} 部 1 为 [a,b] 的 开 覆 盖 . 由 海 湿 - 博 雷 尔 有 限 覆 盖 定 理 , 设 UF 汪 [as6], 则 [a,6]c( 站 )， 


从 而 FCCa6J". 又 门 FCEa,6], 所 以 门 F 一 2. 取 NN 一 m 即 可 . 


. 对 任意 xEE, 存 在 N:€ AN, 使 TE N;, 进 而 存在 NC(z,6)CN;. 取 有 理 点 rEN(z,6) 与 正 数 6 一 


6=p(%35)s 则 NG EN (EBCN,.H EC Uy (Crz0 ) ,而 R" 中 以 有 理 点 为 中 心 ,以 有 理 数 
为 半径 的 邻 域 为 可 数 个 ,因此 对 应 的 开 邻 域 为 至 多 可 数 个 . 


. 因为 RR" 中 全 体 有 理 点 构成 的 集合 全 为 可 数 集 , 设 全 一 {n) 闫 , ,于 是 本 一 {7 ) ,其 为 集 . 


. 设 Q 一 {n,n,…,7,,…) ,利用 反 证 法 ,假设 Q 能 表示 成 Gy 集 , 即 Q 一 [|G,, 其 中 每 个 G; 均 为 开 集 ， 


则 R 一 QUQ' 一 (U4 ))U( 了 UG). 由 GR, 知 Gi 中 没有 内 点 , 故 RR 为 可 数 个 没有 内 点 的 闭 集 


之 并 . 由 贝尔 定理 ( 设 E= | F, ,其 中 FF, 均 为 闭 集 . 若 F, 都 没有 内 点 , 则 巨 中 也 无 内 点 ) , 民 中 无 内 
点 ,产生 矛盾 . 


. 令 wi(z) 为 /在 点 z 处 的 振幅 , 则 在 x 二 xo 处 连续 当 且 仅 当 wj (zo) 二 0. 因此 f(z) 的 连续 点 构成 的 


集合 可 表示 为 | ] { > 
点 集 是 Gy 集 . 


zEG, 且 wr(z)< 广 ). 因 为 {z|zEG, 且 w/(z) < 二 } 为 开 集 , 所 以 /(z) 的 连续 


习 题 3.1 


(1) 因 ANECA, 故 ANE 为 至 多 可 数 集 ,从 而 其 为 可 测 集 . 
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(2) 因 PN ECP, 且 康 托 尔 集 P 为 零 测 集 , 故 PNE 是 可 测 集 . 

(3) 不 一 定 , 设 A= Q, 则 其 为 无 界 可 测 集 , 且 mA 一 0. 

(4) 不 一 定 . 如 令 4A,= [2, 十 ce), 则 mA 一 十 coylimA, 一 好, 故 m limA, zlimmA,. 

(5) 一 定 ( 定 理 8). 

(6) 不 一 定 . 设 A=Z,B 二 Q@, 则 ACB, 目 A 关 B, 但 m*A 二 m*B=0. 

(7) 不 一 定 . 如 本 节 定 理 4 中 的 集合 S 为 可 测 集 (0,1) 的 子 集 , 但 S 为 不 可 测 集 . 

(8) 不 正确 . 可 数 个 测度 为 零 的 集合 之 并 一 定 是 可 测 集 . 设 A,(n 王 1,2,…) 的 测度 均 为 零 , 则 


| U A.) < Dma, 一 心 藏 U A, 为 零 测 集 . 


(9) 不 一 定 . 设 E=- Q*, 则 巨 为 民 的 真子 集 , 且 mm"E= 十 co, 但 巨 中 不 含 任何 区 间 . 
(10) 不 正确 . 不 可 测 集 的 任意 可 数 子 集 均 为 可 测 集 . 
(11) 不 一 定 . 设 包 =[n, 十 o), 则 {EE,)>1 为 单调 递减 的 可 测 集 列 ,mE, 二 十 oo (n 二 1,2,…). 而 


门 E,=g, 避 m( NE.)=0 


.借助 本 节 定 理 4 中 的 不 可 测 集 S 进行 举例 . 
. 因 ANBCA, 故 m*(ANmB) 二 0. 因此 ANB 可 测 .利用 反 证 法 证 明 AUB 为 不 可 测 集 .假设 AUB 可 测 ， 


因为 B= 二 (AUB) 一 (A 一 B), 且 A 一 BCA 可 测 , 则 B 为 可 测 集 ,与 已 知 了 矛盾 . 


. 因 瓦 一 好 , 故 巨 没有 聚 点 , 即 下 为 孤立 集 . 又 因为 孤立 集 至 多 可 数 , 即 m*E 二 0, 所 以 玉 为 可 测 集 . 
. (1) 由 AUB=AU(B 一 A),ANM(B 一 A)==Z ,B= (B 一 A)U (ANMB),(B 一 A) 门 (A 中 B)== 人 2, 得 


ml(AUB)+m(ANMNB)=m(AU (BA))+m(ANMB) 
=mA+m(B—A)++m (ANMNB)=mAimB. 


(2) 由 (1) 得 mCANB) 一 记 ， 


(3) 由 (1 得 子 <m(CANB) 过 亏 


. 因 巨 有 界 , 故 存在 有 限 开 区 间 ,使 ECT. 因此 m*E<m*I< 十 oo. 
. 设 忆 为 康 托 尔 集 , 记 Q= [0,1] 一 P. 由 康 托 尔 集 的 构造 ,得 mQ -1 因 PUQ= [0,1]， 


PN 站 Q= 名 , 故 结论 成 立 . 


2 设 < 一 inf{z} ,b= sup{z} ; 则 EC[a,b]. 令 EE 二 [a,z] 门 E,f(z)= 王 mE,,; 则 f(z) 是 [a,b] 上 的 连续 函 


数 . 由 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 , 对 任意 c: 0 二 c 二 m*E, 存 在 zoE [ap] ,使 FCz) 一 c. 令 已 =Em [azo]， 
则 Ei 即 为 所 求 . 


、 因 为 S1,S;,…，S, 互 不 相交 ,所 以 Fi ,Es，,…,EE, 互 不 相交 . 令 5 一 Us 到 T= Us, , 则 S 可 测 . 由 集 


合 可 测 的 定义 ,结论 得 证 . 


10. (1) 因为 lim 忆 一 U Ns, mms = 人] UE;, 由 可 数 个 可 测 集 并 交 均 为 可 测 集 ,结论 成 立 . 


11. 
12. 


13. 
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(2) 利用 下 极限 集 的 定义 与 本 节 的 定理 8 可 得 . 

(3) 利用 上 极限 集 的 定义 与 本 节 的 定理 9 可 得 . 

(4) 因为 limE. = NN Up 办 一 UE,,n {Ai ) 沁 :为 单调 递减 的 可 测 集 列 , 且 
elma tn( UE,) 

"ED = mlimA ) 一 ina = lm UB) < im DmE, 


由 Du mE. 二 十 ce 与 收敛 级 数 的 性 质 ,结论 成 立 . 


先 证 m (limE; ) <<limmE, ;再 证 limmE;<<m (limE; ) ;最 后 证 mE=limmE; =limmE,. 
设 全 集 为 闭 区 间 [0,11. 因 mE=1, 故 mE 二 m[0,1] 一 mE 二 0. 取 T==A, 由 集合 可 测 的 定义 ,有 
mA 一 m(ANE) 十 m(ANE). 又 因为 FE 门 ACE', 所 以 m(E' 门 A) 二 mE: 二 0. 于 是 m(EN 闪 mA)= 二 mA. 


利用 集合 可 测 的 定义 证 明 . 因为 E; (i 二 1,2,… ) 均 可 测 , 所 以 站 E; 可 测 . 令 T=E; (j= 二 1,2,…), 则 
~ (BNn( NE))+m(sn( ME))=ms,=1 
又 因 EN( Na) =sn( Us)= Ug, ne ENECE:, 故 m(E, 仆 FE;) 壹 mE; 一 0. 因为 可 


数 个 零 测 集 的 并 也 为 雷 测 集 , 即 吉 (LCE, EE)) =0, 从 而 如 (EN ( 门 已) ) =0, 于 是 有 


习 题 3.2 


. 不 一 定 , 如 设 E= Q@, 则 E= R. 因 此 mE= 十 oo 关 0. 
。 只 需 证 得 存在 vi (@z 一 Ci ) " 即 可 . 


mt 一 1 


.仿照 康 托 尔 集 的 做 法 , 设 6G 一 UU Im ,其 中 1" 表示 第 次 挖 掉 的 第 ; 个 区 间 , 其 长 度 为 去 , 则 


mG 一 方 ， G=[0,1], mG=1. 


. 必要 性 。” 当 mE < 二 co 时 ,对 任意 s> 0, 存 在 一 列 开 区 间 { 下 } ,使 1 了 EE, 有 211|<mEte. 


人 心 


SG 一 LU 7, 则 G 为 开 集 ,G 了 已 , 且 
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mE <mG< Dmli= 2 1T|<mEt+. 
i i=1 


因此 mG 一 mE< 生 ,从 而 mw(G 一 E)<< 访 . 当 mE 一 十 oo 时 ,将 玉 表 示 成 可 数 个 互 不 相交 的 有 界 可 测 集 


的 并 , 即 EE 4mE,<<+oo). 由 上 面 的 结果 ,对 每 个 已 ,存在 开 集 Gi 汪 ,使 加 CG 一 E,) 过. 令 


G= Us G 为 开 集 ,GDE, 有 自 G 一 E= Ue- U EC U (G; 一 E;). 因 此 
m(G—E)< mG 一 已 ) 二 


根据 开 集 与 闭 集 的 对 偶 性 ,可 找到 相应 的 闭 集 FCE, 使 mCE 一 F) 二 坟 , 从 而 
m(G—F)=m(G—E)+m(E—F)<e. 


充分 性 ”对 任意 正 整数 i, 都 存在 开 集 G, 汪 EE 及 闭 集 F,CE, 使 mG 一 F,) 二 二 


1 


. 令 G= 站 |G,, 则 
i=1 
m’ (G—E)<m(G,—F., ) 一 二 一 0 (zi 一 co ) . 


故 G 一 已 可 测 ,从 而 王 =G 一 (G 一 已 ) 可 测 . 
5. 设 F 王 已 , 则 下 为 完备 集 . 令 PE 一, 则 其 为 孤立 集 , 从 而 至 多 可 数 . 因此 mP 二 0,mE 二 mF 十 mP 二 mF. 


习 题 3.3 


1. 参见 习题 3. 2 第 3 题 . 
2. 利用 博 需 尔 集 与 截 口 的 定义 即 可 证 得 结论 成 立 . 


习 题 4.1 


1. (1) f(z) 十 g(z) 在 EE 中 有 意义 的 集合 上 一 定 可 测 . 因为 简单 函数 列 的 极限 函数 一 定 可 测 , 且 g (x) 二 
8g' (ZX) 一 g (zz) ,而 可 测 函 数 的 差 一 定 可 测 . 
(2) 若 EC R" 为 可 测 集 , 则 f(z) 为 可 测 函 数 ; 若 EC R" 为 不 可 测 集 , 则 7z) 为 不 可 测 函 数 . 
(3) 一 定 可 测 . 因为 f(z) 可 测 当 且 仅 当 请 (zx) 与 f(x) 均 可 测 , 而 |f(z)| 二 f(z) 十 f(z), 可 测 函 数 
的 和 一 定 可 测 . 
(4) 不 正确 . f(x) 在 上 可 测 是 | f(z) | 在 EE 上 可 测 的 充分 条 件 而 非 必要 条 件 . 
(5) 定义 在 可 测 集 上 常 值 函 数 一 定 为 可 测 函 数 . 若 巨 不 可 测 , 则 f(z) 在 玉 上 不 可 测 . 
(6) 不 正确 . 设 S 为 (0,1) 中 的 不 可 测 集 ， 
Ls ZE S， 王 册 区 全 SS 
f(z)= gn)=| 
—1, zE(0,1) 一 S， l» weExX0;1)—5, 
则 f(z) 与 g(x) 均 为 (0,1) 上 的 不 可 测 函 数 .而 在 (0,1) 上 f(x) 十 g(x) 寺 0, 故 其 为 可 测 函 数 . 
9 ESD; 


(7) 不 正确 . 设 SC (0,1) 为 不 可 测 集 ,E 一 (0,1), 令 TCD) 一 | 
一 工 ， XEE— 


有 则 对 任意 实数 a, EL 一 oj] 


习题 答案 与 提示 


均 为 可 测 集 ,而 f(z) 在 EE 上 不 可 测 . 
(8) 若 已 CE 为 可 测 集 , 则 f(zx) 在 El 上 一 定 可 测 . 
(9) 一 定 可 测 . 
(10) 是 可 测 函 数 . 因为 博 雷 尔 集 的 示 性 函数 为 简单 函数 . 
(11) 天 (Zz) 十 g(x) 在 EE 上 一 定 可 测 . 
(12) 正确 . 因 康 托 尔 集 的 测度 为 零 , 故 其 任意 子 集 依然 为 零 测 集 . 
(13) 正确 . 
(14) 不 一 定 . 若 AC R" 为 可 测 集 , 则 其 示 性 函数 一 定 是 简单 函数 ; 若 A 不 可 测 , 则 其 示 性 函数 不 是 简单 
函数 . 
(15) 一 定 可 测 . 


. 设 内 (z) = Peps (z) 与 几 (z) 一 Da (zx) 均 为 上 的 简单 函数 ,其 中 ED (i = 1,2,…,m)， 


ES? (j = 1,2,…,1) 各 自 互 不 相交 , 且 【] EM = E, U El? =E. 令 
i=1 i=1 


(Ur)n(U) 守 U U er nape), 


Te 


其 中 Ei? 门 E” 为 ml 个 互 不 相交 的 可 测 子 集 , 则 


内 (z) 土 内 (zz) 一 3 Cci td; pe na? (zx), 


i=1 j= 


m 和 ) m 人 
hh (rz)» g(r) = > 2 djpeV ne (Zz), 类 Cz 一 > >) pe nt (Zz) 
i=] j=1 i 


fa 和 gh (ZX) 
均 为 正 上 的 简单 函数 . 
. 设 Es 二 ELf 二 十 oj]. 因 f(x) 为 在 EE 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 非 负 可 测 函 数 , 故 mE- 一 0. 设 天 ,= 下 [说 ， 
则 {E,) 志 ;为 单调 递减 的 可 测 集 列 , 且 limE, 一 EE。. 因 mE< 十 oo, 故 limmE, 一 m limE, =mE~ =0. 于 是 ， 


对 任意 正 数 。>0, 总 存在 正 整数 N, 使 mEn 一 方 . 设 Eo 一 E 一 En, 则 E 为 的 可 测 子 集 , 且 在 E。 上 有 


0 过 f(z) 过 N. 由 习题 3.2 的 第 4 题 ,存在 闭 集 FCE, 使 mE 一 F)<< 广 ,从 而 


上 且 在 F 上 0<f(zx)<N. 


. 设 甩 = U 门 UE[ 六 > 二] ,网 其 为 使 f(z) 一 0 不成立 的 点 构成 的 集合 .因为 LE[ .之 二 ] (N= 


k=1 N=1 n=N 


…) 为 单调 递减 的 集合 列 , 且 对 任意 AE Z， ， Pre > 地 | 均 收 剑 , 故 
"(NN U zl 将 十 | = 和 mm( U E[7.> 诗 ]) = 0， 


本 
于 是 o<mH< Hm NUElt>i]) -0, 
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即 mH = 0, 结论 成 立 . 


.因为 博 雷 尔 集 类 是 由 全 体 开 集 构成 的 集合 族 生成 的 oc 域 ,再 根据 一 维 开 集 的 构造 ,只 需 证 明 一 维 空间 中 


任意 开 区 间 的 原 像 集 为 开 区 间 即 可 .因为 1 (a,6)= 二 E[f<6] 一 E[ fa]; 且 f(zx) 在 上 可 测 , 所 以 
对 任意 博 雷 尔 集 BC R ,f'(B) 均 为 可 测 集 .反之 , 令 B= (a, 十 cc), 则 下 [ 户 a]= 广 :(B) 为 可 测 集 . 
车 f(z) 在 上 是 连续 , 则 可 证 明 开 集 的 原 像 依然 为 开 集 ,从 而 广 :(B) 依 然 为 博 雷 尔 集 . 


.只 需 证 对 任意 实数 a,E[g*f>>aj 二 f(g Ca, 十 ce)) 均 为 可 测 集 .由 于 g(y) 为 RR 上 的 连续 函数 , 故 


g ! (a, 十 0o) 为 博 雷 尔 集 . 又 因为 f(z) 为 上 的 可 测 函 数 , 所 以 广 : Cg !(a, 十 oo) ) 为 可 测 集 . 


. 由 limm"E[T| 记 一 /| > 后 一 0, 对 任意 正 整数 ;总 存在 ni, 使 


mg| f=F [> 穴 必 六 
因此 癌 ( 门 UE,) 0. 所 以 ,对 几乎 所 有 的 zEE,zE 站 E;. 故 存在 No, 当 i 之 No 时 ,zE EF, 即 
1 (2) 一 f(z) | 过 亩 :因此 lim (z) 一 f(z)a.e. 于 区 ,从 而 f(z) 在 EE 上 可 测 . 


习 题 4.2 


. 由 叶 果 洛 夫 定 理 ,对 任意 正 整数 ,存在 可 测 集 A;CE, 使 mCE 一 A ) < 地, 且 在 A 上 { 矿 (z) } 忆 ;一 至 


收敛 于 1 令 已 = [4 Cn 一 1,2，…), 则 {E, } 们 ,为 单调 递增 的 可 测 集 列 , 且 在 每 个 玉 上 {f,(z) ) 这 ， 
都 一 致 收银 于 1. 因 mE<< 十 co, 故 对 任意 正 整数 ;有 


mE 一 二 一 mAi<mf U A; ) <mE. 
i 这 1 


因此 m( Ua.) 二 mE. 故 


i=1 


limmE, —m( U E,) =m( Ua) =mE. 


Ti co n=1] 


2. (1) 因为 对 任意 o 二 0, 有 


EL| Ofsted) — fte) >oCE[ 1 7-7l > 了 |usl 1s.—al>§], 


所 以 mE[| (大 十 g ) 一 (7+g) |>o]<mE| |f,—f|> |+mE[ 1g,—sl>$ |. 
由 于 f(z) 地 f(z) 于 E, 有 征 g,(zx) 过 g(x) 于 EEF, 故 
了 
tone [1 72]-0, sons[ le, sl>4]-0 
从 而 limmEL | (frtg)— (fi+g) |20j=0. 
由 依 测 度 收敛 的 定义 ,结论 成 立 . 


2 和 3 
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(2) 车 a 二 0, 则 结论 显然 成 立 . 
若 a 了 疼 0, 则 对 任意 o 二 0, 有 
EL laf,—af|>0]-E[ 1f.—f|>T7 | 
由 依 测度 收敛 的 定义 , 易 知 结论 成 立 . 

(3) 因为 f(z) 过 f(z) 于 EE, 有 目 g(xz) 过 g(xz) 于 FE, 所 以 对 {f(z)g,(z)} 吕 1 的 任 一 子 列 { re Crm) i 
存在 { f(z) } 产 ;IC (万 (z) } 忆 :与 18。(Cz) } 芭 IC (gn (ZX) }21, 使 lim f, (x) 三 f(z)a.e. 于 E, 有 8 
limg,, (zx) 二 g(x)a.e. 于 .于 是 

limf», (zx)g» (7X)=f(zx)g(z)a.e. 于 E, 
ss 网 


结论 成 立 . 
著 mE 一 十 co ,举例 如 下 : 设 E=[0, 十 oo), 作 函数 列 


0， ZE [0,z)， 
"(ZX) 一 《7 二 1 29… 7， a(T)=Zz (n=1,2,.…)s 
hE 上 SE i ey n gn(X)=Zx (n 


则 f(z)>0 于 E,gi(zx) 二 rz 于 E. 因 E[|f,(z)g,(z)| 宇 1]==[ny 十 0), 故 f(z)g,(x) 在 E 上 不 
依 测度 收敛 于 f(x)g(z). 
(4) 不 妨 设 f(z) 关 0, 上 且 f(x) 关 0 (n 二 1,2,…). 由 f(z) 入 f(z) 于 EE 知 , 对 {f(x)) 吕 1 的 任意 子 列 


(f(z)) 呈 1, 均 存在 子 列 {f(z)) 估 1, 使 limf, (z) 一 f(z)a.e. 于 EE， 从 而 对 任意 子 列 { Cz) wi 


元 Fe i -加 = 


(5) 对 任意 o>0， 大 


均 存在 子 列 { -ae. 于 ,结论 成 立 . 


E[L|f.g; |>oJCE[ |f,|>vr]UE[L |g, |>vs], 
故 mE[ | fg» |>oJSmE[ |/,|>Vr]+mE[ |g, |>Vo]j: 
因为 f,(z) 二 f(z) 于 E, 且 g, (zx) 过 g(xz) 于 ,所 以 
limmE[ |£,|>vs]=0, limmE[ |g,|>Ys]=0, 
从 而 limmE[ | fg, | >0j=0. 
由 依 测度 收敛 的 定义 ,结论 成 立 . 
. 因 f(x) 过 f(z) 于 E, 故 对 任意 o>0, 有 limmE[ | /一 /| 之 ec] 一 0. 令 EE[ fg]. 由 于 f(z) 二 g(x) 
a.e. 于 ;所 以 mEo 王 0, 从 而 
limmE[ | f.—g|>o]=limm(E-Ed)L|f fo tlimmE[ |/f,—g|>0]=0. 
. 因为 刻 (z) 字 大 zz) 于 已 ,由 黎 斯 定理 ,存在 (万 (z) } 生 :的 子 列 { 记 (Cz) ) i & 于 
E. 又 因为 {f(z)}2! 在 EE 上 单调 ,所 以 limf,(z) 二 f(z). 
. 因为 h(x) 之 f(z) 于 ,由 歼 斯 定理 ,存在 {f(z) 六 1 的 子 列 {f%(z))21, 使 limf(z) 一 f(z)a.e. 于 
E. 又 因为 | f,(z) | 二 K a.e. 于 EE, 所 以 | f(z)|<<K a.e. 于 EE. 因 此 | f(x)|<Ka.e. 于 EE. 
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. 必要 性 ”因为 户 (z) 人 jz) 于 正 , 所 以 对 { 广 (z) ) 守 1 的 任 一 子 列 {f,(7z) ) 储 1， 都 有 f(z) 过 f(z) 于 下 . 


由 黎 斯 定理 ,存在 { 思 (z) ) 人 CCz)) 2 使 jms(z) 一 xz)ae 于 已 

充分 性 ”用 反 证 法 .假若 f, (zx) 二 f(x) 于 E 不 成 立 , 则 存在 o 这 0, 使 当 n 一 co 时 ,mE[|f, 一 了 | 宇 oj 不 收 
敛 于 0. 因此 必 有 {f(z)) 主 ,使 immE[|f 一 作 之 oj]>0, 从 而 {f(z)) 呈 ;就 不 存在 几乎 处 处 收敛 于 f(x) 
的 子 列 { f(z)) 太 1. 若 不 然 ,如 果 有 {f(z)) 二 1 几乎 处 处 收 化 于 f(z), 则 limmE[ | ff| 之 oj ==0, 产 
生 了 矛盾 . 故 f,(zx) 二 f(z) 于 EE. 


习 题 4.3 


.充分 性 ”因为 La,g] 上 的 多 项 式 函 数 为 连续 函数 , 故 其 也 为 可 测 函 数 . 又 因为 limp, (xz) 二 f(z)a. e. 于 


[a,p], 所 以 f(z) 在 [a,b] 上 可 测 . 
必要 性 ”由 鲁 金 定理 ,对 任意 正 整数 ”存在 闭 集 F,C[a,b] 及 R 上 的 连续 函数 g(z), 使 m([a,b] 一 F,) 二 


元 , 且 在 F, 上 g(z) 一 f(z). 我 们 还 可 以 要 求 FCF 因为 g(z) 在 [ab] 上 连续 ,所 以 存在 多 项 式 函 


数列 { 记 (z)) 芝 ,使 在 [a, 丰 上 1gCz) 一 甸 (z)1 王 二 (nxEZ+) ,从 而 在 已 C[a, 们 上 ,| AD 一 记 Cz1< 寺 


(zEZ+). 令 下 一 U F, 则 m([a,6] 一 F) 二 0. 对 任意 xXEF, 存 在 mw, 使 当 n 宇 no 时 ,TEF,. 对 任意 正 数 
e>0, 取 N>m, 使 育 e. 于 是 当 n>N 时 ,|/(z) 一 p,(z)| 二 二 <e, 结 论 成 立 . 

.因为 定义 在 可 测 集 上 的 连续 函数 可 测 , 并 且 可 测 函 数列 的 极限 函数 依然 为 可 测 函 数 ,所 以 充分 性 成 立 . 
下 证 必要 性 . 由 重金 定理 ,对 任意 正 整数 i, 总 存在 闭 集 F,CE, 使 mCE 一 F,) < 地 , 且 /(z) 在 F, 上 连 


续 . 令 A= 吕 R 4A= 同 已 则 mmCE-A)=0. 因 7z) 在 闭 集 F, 上 连续 , 故 其 在 闭 集 A, 上 也 连续 .将 
太 (z) 扩 张 到 R" 上 得 到 连续 函数 f,(z). 易 得 当 zxEA 时 ,limf,(z) 二 f(z), 从 而 
limf(z)= f(x)a. & 于 EE 
. 仅 就 一 维 空间 的 情形 证 明 ,n 维 空间 的 情形 可 类 似 证 之 . 设 /(z) 为 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 ,由 重金 定理 ， 
存在 R 上 的 连续 函数 g(z) ,使 在 玉 上 f(x) 一 g(z). 因 为 下 为 有 界 闭 集 ,所 以 存在 闭 区 间 [a,6] 汪 FF. 由 
闭 区间 上 连续 函数 的 性 质 ,g(z) 在 [ab] 上 有 界 ,从 而 在 下 上 也 有 界 , 所 以 f(z) 在 下 上 有 界 . 


习 题 5.2 
. 设 g(z) = 二 zx'(x E[0,1]). 因 A 为 可 数 集 合 , 故 mA = 0. 于 是 F(z) = g5(Cz)a.e. 于 [0,1]. 因 此 
.Jif (Dar = | seczdz = | da 到 


. 设 f(x) 三 0 (xE[0,1]),; 则 D(z) 二 f(x)a.e. 于 [0,1],R(zx) 二 f(x)a.e. 于 [0,1]. 故 
| D(z)dz = L f(x)dr = 0,， | R(Cz)dz = | f(x)dz = 0. 
[0.1] [o.1] [o,1] [9.1] 
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1， XEE;, 
. 对 每 个 EE (i 二 1,2,…,k), 作 示 性 函数 | 则 
: 0， rE¢E;, 


gp (证 ee + eal 一 图 5 疝 加 。 
即 mE, 十 mE; 十 … 十 mE, > 户 ,mE, 故 存在 某 个 各 (1 壕 和 入 月 ,使 mE。>> 全 mE. 若 不 然 , 即 对 任意 


eg 二 LmE, 则 mEi 十 … 十 mE 二 k。 二 p.mE, 产 生 了 矛盾 . 


习 题 5.3 


. 对 任意 之 0, 有 omE[|/, =< f(z) dr [fodz, 所 以 


万 1>s 
mE[ |f,| 宇 oj]< 二 | fdz, 从 而 0 过 limmE[ |f,| 宇 oj< lim 二 | 三 (z)dz 一 0， 

结论 成 立 . 

. 令 Ai=E[ 壕 J< 计 1] Gi 一 0,1,2,…), 则 Ai 互 不 相交 , 且 忆 ,= 4,. 因 此 


= Zhis 从 而 Pa = 3 二 2 于 中 Feds = DimA.. 
i=n n=] i=l i=2 i=n 


因为 imA. <| fadzr 之 Gi 十 1)mAi, 所 以 


DmE, — Pima, — Pina, < >] rodz = | fH <+ ~ 


1=0 


. 令 包 ==E[f 之 27], 则 2"m(E, En jo f(D)dz 2 mm(E, 一 En) ,于 是 
D2mcE,— En)+| od pi f(z)dz. 
we E[/<i] E nEO E[/<1] 


上 式 表明 f(x) 在 E 上 工 可 积 当 且 仅 当 》)2"m(E, 一 Ew ) 过 十 oo. 又 因为 


n=0 
ok Bn) Yb, Yomi = > 2"mE, 一 去 > 2"mE, 
n=0 n=0 n=0 到 | 


= mE, 十 于 忆 2mE, 一 = 工 mEo 十 了 1 > 2mE,, 


n=0 


所 以 了 2"m CE 一 En)< 十 oo 当 且 仅 当 2)2"mE, < 十 %. 


.因为 F(z) 在 巨 上 可 测 , 故 E, (n=0, 士 1, 士 2,…) 为 互 不 相交 的 可 测 集 , 且 E 一 【J 已. 
当 n 宇 1 时 ,在 E, 上 ,有 nn 一 1 二 f(z)<=n; 

当 n0 时 ,在 E, 上 ,有 |n| 达 |fCz)| 志 |n 一 1|=1 一 n=1 十 |n|. 

故 对 任意 nn, 在 E, 上 , 均 有 |n| 一 1 过 | f(z)| 达 |n| 十 1. 于 是 
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Cal— DmE, <|, [f(z)|dzr< nlt+1l)mE, (2 一 0, 土 1, 士 2,…). 
由 积分 的 完全 可 加 性 ,可 得 


to0 


二 oo 十 co 二 oo 二 co 
>) |z|.mE, 一 >) mE, < | [fC2) 1dr < 2) 1ale mE, + 2) mE,, 


A=—o0 二 一 = 


从 而 PD lal mE —mE<| 1/ 1dr < 5) 1al: mE,+mE, 

结论 成 立 . 
5. 因为 | "dz<| fCDdzr < | rczdz 之 十 oo0, 所 以 me， <| /nar 二 oo. 手 是 

pe | Ftaydz-=0， 度 iname 三 0， 
n E Too 

由 积分 绝对 连续 性 ,对 任意 s> 0, 存 在 8>> 0, 当 me 一 8 时 ,有 | /(z)dz 之 e. 因为 limme， 一 0, 所 以 对 上 

述 $> 0, 存 在 正 整数 N, 当 之 N 时 ,me 二 6, 从 而 nme， <| f(D dx < eB limn. me, = 0. 
6. 利用 勒 贝 格 积 分 的 几何 意义 易于 证 得 结论 成 立 . 

过 1 ad 4 i (x) 
7. mE[ |f| 宇 a] = 二 | ,dr < | | f(x)| dr; mE[f 宇 a]=e | dz 二 ee | dz. 
8. 令 e, 二 EL[| 了 | 之 ] (二 1,2,…), 则 6, 为 单调 递 碱 的 可 测 集 列 , 且 E[|f|= 二 oo] 二 门 er: 因 f(x) 在 
na 


ECR 上 可 积 , 故 limme， 三 0. 由 积分 的 绝对 连续 性 ,对 任意 es 二 0, 存 在 正 整数 N, 使 N. men 到 


| lf 1dz 二 后 . 令 Ey ==E 一 en, 由 鲁 金 定理 ,存在 闭 集 Fw C Ex 与 R 上 的 连续 函数 A(z), 使 


mm(Ew 一 Fw)< 和, 且 在 Fw 上 ,7(z) 一 h(x). 于 是 
| ly 一 Aldz=| 17ca 一 MKz)1dz 十 | | f(z)—h(z) | dz 
E eN EN 
可 | lrczaldz+| acz)1dz 十 | | Fa 一 站 | 有 
eV eN EN 一 EN 
二 二 十 Nmen 十 2N mmCEv 一 Fv)<e 


9. 取 g(x) 三 1, 根 据 已 知 条 件 ,可 得 | f(z)dz 一 0. 由 定理 4, f(x) = 一 0a.e. 于 EE. 
习 题 5.4 


1. 利用 


二 了 = SinacZz 。 Ti = sinax Der 与 勒 贝 格 基 本 定理 ,结论 成 立 . 
n=] 


EE a 0 二 <<l1, 
2. 令 f.(z)=(1+ 社 ) PFC 一 位 则 FCz) 在 (0, 十 co) 上 工 可 积 . 
6 de Ew< 人 te, 
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当 0<z 委 1,z 志 2 时, f(z)S<r "Sx; 
当 1 过 zx 二 十 吕 ,n 宇 2 时 ， 


fo)<(1+t) “=[ (+ 三 )”| <[ (+ 有 至) |] =(1+ 竺 ) < 


因此 , 当 wwE (0, 十 co ) ,7 之 2 时 ,f(z)<F(z). 由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ,有 


1 4 1 要 2 
lim 一 一 一 上 =| lim = dz= | edzr=| edr=1. 
meoJ (0,+o0) (1 二 三 ) Ll/n 《0, 二 co) nero (1+ 芋 ) zn (0,+eo) 0 

n n 


令 户 (2 一 (1 一 三 ) zg,(z) ,其 中 9 (Cz) 为 (0, 十 co ) 的 示 性 函数 . 易 知 户 (z) 在 (0, 十 cc ) 上 可 测 , 且 


lim 广 (z) 一 ez (xE (0, 十 00)). 令 F(z) 二 x ,由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ,结论 成 立 . 
. 设 f(z) 二 f(z)gs, (zx) (zxEE), 其 中 gs,(z) 为 E, 的 示 性 函数 , 且 | 广 Cz)| 委 | f(z)|. 由 勒 贝 格 控制 收 
敛 定 理 , 有 


加 | .red 一 lim| .rcz)dz 一 | limf, (zx)dz 一 | rcppmsCz)dz -> | i se 
. 由 已 知 条 件 ,可 得 | f(x) | 二 g(x) (zxEE). 因 为 g(xz) 在 上 工 可 积 , 所 以 f(x) 在 E 上 也 工 可 积 .由 于 


| f(z) | 过 gi (7z), 故 gs(z) 十 f(z) ,gi(7Z) 一 f(z) (n= 二 1,2,…) 均 为 上 的 非 负 可 测 函 数列 . 对 上 述 
两 个 函数 列 应 用 法 都 引 理 , 可 得 


|, limf. Ddz < lim| ,f(Ddz, | 62d < lim| f(Ddz, | fdr> Bm|, fdz. 


于 是 lim| 1.coDdz> | f(Ddr> 1m| f(z)dzr> lim| /f.(2)dz, 
结论 成 立 . 
.必要 性 ee ol twa li 


J TT 


. [ea 加 加 
由 lim E T | lad Se 0, 知 limmE[L | f, |> 6] = 0, 即 万 (Cz) 之 0 于 EE. 


充分 性 设 f,(z) 坊 0 于 EE, 则 对 任意 6 二 0, 有 


| i a) fi | 了 | AC 
EC17 ,|> 可 1 十 | fCzx) 1 E[I7,l< 十 | f(z) 


— dr < mE[|/f, | 60+ omE. 


6 °° 6 
| [>] I IT 二 pr"E[ 


f'| 宇 6] 宇 0. 


dz> | 1>3] 1 十 rE 


< Jr 1<s] 
由 limmE[|/,| 之 9] 一 0,mE < 十 避 及 3 的 任意 性 , 知 lim], 了 | 个 人 Tdr 一 0. 
. 设 已 为 上 使 得 {f(z)) 这 ;不 收敛 于 f(z) 的 点 构成 的 集合 , 则 mE 二 0. 而 在 E 一 E。 上 lim f(z) =f(z), 
因此 在 E 一 Es。 上 也 有 lim| /,(z) | 一 | f(z) | .由 法 都 引 理 ,有 


| lrczlaz=| lim | .Cz) 1dz < lim| [fCD1dr< lim| [f(z)|dr=K. 
E-E, E-E, noo | 本 吉 二 
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于 是 | realdz= | ycoldz+| eldz<o+K= 天 
8. 首先 由 法 都 引 理 得 到 | | f(D1dz = | lim| f(D1dz < lim| 1f.(z)1dz, 然后 用 反 证 法 证 得 
而 | 17,(#D1az 过 | 17czy 1dz, 从 而 结论 成 立 
习 题 6.1 


1. 任 取 xEl(a,6b]. 因为 0 志 |f(z) 一 f(a)| 志 Vi( 有 二 (有 ==0, 所 以 |f(z) 一 f(a)|==0. 故 f(z)==f(a), 即 
f(z) 在 [a,6] 上 为 常 值 函 数 . 
2. 对 [a,65] 的 任意 分 割 A: a 一 zo 到 说 志 …<zo1<zm 一 0 有 


Dr) fr dW) SK (n=1,2,.). 
i=l 


于 是 DF) fz)|= lm DD f(r) — f(r)|<K 
i=1 mo i=l 


由 A 的 任意 性 , f(z) 也 为 [a,65] 上 的 有 界 变 差 孔 数 . 
3. 因为 绝对 连续 函数 一 定 一 致 连续 , 设 max {f(z) }=M ， min {f(z)}=m » max (g(z) }=M;， 
min {f(x) } 王 ms , 则 由 下 面 各 式 与 绝对 连续 函数 的 定义 可 证 得 结论 成 立 : 


多 | Cf(6) — g(6))— (flai)— g(ai)) | 一 > | Fo 一 flai)— g(b) + g(ai) | 
‘1 全 
< | — eary | 证 > 过 和 
> | fb) gb) — fa) gl0) |= > | fb) gCb) 一 flai)g(bi) + flai)g(bi) — flai)g(a) | 
= | gC6) CfC6) — flai))+ flai) Cg(bi)— g(ai)) | 
< 2 | gC6) Cf66)— flai)) | 十 | flai) (Cg(b) — g(ai)) | 
<m > [6 — fed 1+ M, |g(6) — gla) |; 


让 g(b:) — g(ai) 1 忌 加 
| 二 | | aso) |< mm lsd) ea). 
4. 因为 |g (xz) | 在 [0,1] 上 R 可 积 , 所 以 其 也 工 可 积 .又 因 
g(x) = g(0) +], ,8 (Ddz, 


故 结论 成 立 . 
1 1 


5. 取 [0,1] 的 分 割 A: 0< 记 < 去 1 之 1; 则 


3 | je 一 下 aa | = Yi =e0 


人 


习题 答案 与 提示 


即 f(z) 不 是 有 界 变 差 函 数 , 从 而 其 也 不 是 绝对 连续 函数 . 
. 由 绝对 连续 函数 的 定义 与 微分 中 值 定理 ,结论 成 立 . 


—1/8 
. 当 a<p8 时 ,在 [0,1] 上 取 分 点 加 一 0 一 (Ga 一 1 一 Dx 十 至) (| 


Df ~ fn) | > 计 二 0 (nn— co ). 
i=1 j=2 


故此 时 f(z) 不 是 [0,1] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 因 此 也 不 是 绝对 连续 函数 . 
当 u>>p>0 时 , 广 (z) 一 az sinz 8 一 Br" lcosz 6, 因此 
[f(z) [| 委 az Be ; 
所 以 | f(z) | 在 [0,1] 上 R 可 积 ,当然 也 LL 可 积 .又 因为 
茂 东 = /09+|, f Wai, 


所 以 f(x) 在 [0,1] 上 绝对 连续 ,当然 其 也 为 有 界 变 差 函 数 . 
习 题 6.2 


, 准 戊 克 二 | /We ar 由 已 知 条 件 ,F(z) 在 [a,5] 上 有 意义 . 因为 f(z) 为 [a,6] 上 的 连续 函数 ,所 以 


存在 M> 0, 使 对 任意 zE[a,b], 有 | f(x) | 之 M 成 立 .对 [a,b]| 的 任意 分 割 从 下 王 雄 过 而 雪 0 
< zn 二 6b, 有 


n 


DFCr)— Fr)|= >) | | fg (Dt 
i=1 i 


i=1 
入 M>) lez) — g(r) |<MV(g) 一 Heco， 
i=1 


即 F(Cz) 为 La,b] 上 的 有 界 变 差 函数 . 
,， 令 f(z)=aGi=1,2,") ,B={z;)2. 设 


EE. 一 {zlzE fa,b],x4 E, 且 存在 无 限 多 个 y, 使 £2/ >} } (一 1,2，…). 


则 xz EE 当 且 仅 当 有 无 限 多 个 六 使 |z 一 到 | 过 Ala | 设 六 一 (一 人 al 十 la | ), 易 得 及 己 | Ji， 


Dm, 二 2k) | o | 一 十 co( 因 为 F(z) 为 [a, 拉 上 的 有 界 变 差 机 数 ). 所 以 mm 人 U U 下 二 人 于 是 


N=1 i=N 


mE 一 0, 从 而 m(EoU( UE.)) = 0, 在 [a,] 一 EU( Us) 上 ,f(x)—0. 
k=1 《=1 


习 题 6.3 


1. 因为 f(x) 为 [a,b] 上 的 单调 函数 ,和 且 (x) 处 处 存在 ,所 以 PCz) 为 可 积 函 数 . 设 


f lz), f(x)<n, 


(wm) 
J 1 f (x)>n, 
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习题 答案 与 提示 


则 f(x) 过 f(z),H lim f, (x) = f(z). 令 F(x) = 9D—|. jn(z)dz, 则 F(z) 宇 0. 因 此 F(x) 宇 
Fa , 即 f(x) — fa) 宕 | ,f(z)dz. 由 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ,有 

lim| fC dz = | 
从 而 f(z) 一 f(a) | ,f (x)dz. 同 理 可 得 f(x) 一 f(a) <| _ 广 (x)dz, 于 是 


flay = Fo 二 | coDdr 
故 f(z) 在 [a,b] 上 绝对 连续 . 


. 因为 f(z) 为 La,p] 上 单调 递增 的 绝对 连续 函数 ,所 以 


f(x) = f+] f(Ddt (n= 1,2,.…), 
且 5(2) 宇 0 a.e. 于 [a,b],; 从 而 


flr) = SY Ad 二 人 Re 二 | (CD 二 
Sl i=1 FT dt 


又 因 》) f(z) 在 [a,b] 上 收敛 , 故 


| PD fa 二 于 | f(D dt < 可 WTA 二 起 后 可 二 te 
A 1 Td i=1 


于 是 f(x) = 3 f(a) 二 |， DCDdr 在 [a,6] 上 绝对 收 全 


: 因为 f(z) 在 [a,b] 上 绝对 连续 ,所 以 户 (z) 在 [a,5] 上 几乎 处 处 存在 . 由 勒 贝 格 逐 项 积分 定理 ,有 


bs 2 | f(z) |dzr = -ym | fz) | dz. 


因为 | .6D 1dz 收 全, 所 以 > f(z) | 在 [Cab] 上 工 可 积 , 且 


k 大 大 k 
lim| ad 上 D1fi(z)ldr 或 lim| faz = | ,2 fn) | dz 
| or] si 一 seJ [z,c] 2=1 | 


大 -co oo, 


因为 f, (zx) = | f(D dt flo) 或 f(x) = | j 折 (Ddt 十 fn(O) ,所 以 


友 3 大 大 不 
Dy fx) = 上 DACL a NAG 或 2》) f(z) = | 之 产 (Ddt 十 Dy fo). 
n=1 Coed wie n=1 n=1 ed ns n=1 


令 & 一 co ,得 
bs 大 oo oo 大 oo 
站 PoD = DFCDdt DC) 让 PAO DA AGE 
n=1 Co nl n=1 n=1 0 n=1 n=1 


于 是 2 f(z) 在 [a,b] 上 收 化. 设 其 和 函数 为 f(z) ,从 而 


世人 和 | fd+ Df 或 f(z) = | ,Df Wdet Dp), 
Le i=l n=1 Te. nl n=1 


“习题 答案 与 提示 


因此 f(z) 在 [ab 上 绝对 收敛 , 且 六 (z) = >) f(x)a.e. 于 [a,6b]. 


习 题 6.4 


. 当 f(z,y) 为 非 负 可 测 函 数 时 , 令 A, 二 {zxE€ R? ||z 入 2)》,B,= 一 (ER jy| 三 x);, 则 
m(A, XB,)=mA,* mB,=+Too. 
考虑 有 界 可 测 函 数 [f(z,y) ], ,其 在 A, XB, 上 工 可 积 , 由 富 比 尼 定 理 , 有 


Na [f(x,y) ],dzdy = ~ dz|， [flz;y) ],dy < | dz| ， | flz,y) | dy < 十 co， 


因此 f(z,y) 在 R*"* 上 可 积 . 当 f(z,y) 为 一 般 的 可 测 函 数 时 ,由 上 面 的 证 明知 | f(z,y) | 在 R "上 LL 可 
积 , 由 f(z,y) 的 可 测 性 知 f(z,y) 也 在 R** ?上 工 可 积 . 
. 设 A={(z,yER*XR ||fzr,y) |<+m},B= RXR’—A, 则 mB=0. 因此 


| az) pady = 9, 
由 富 比 尼 定 理 , 有 
| dy 2B TY) dr 一 0. 
故 对 几乎 所 有 的 y ER’, 有 
| ,gal dr 一 0， 
即 对 几乎 所 有 的 yE R" ,B 的 截 口 为 零 测 集 , 从 而 结论 成 立 . 


1 工 _ 、 
+ 因为 | f(x,y)dy 2z 2(z: 十 1) 在 (0,1) 上 不 L 可 积 ,所 以 累 次 积分 | ,dz| f(z)ay 不 存 


在 . 同 理 | ， dy| f(z de 也 不 存在 . 


= 1 Sl 1 eh 
| ar] scrody | Te | 1 4 


[il 
. 用 反 证 法 .假设 FCz,y) 在 (0,1)X (0,1) 上 工 可 积 , 则 1 dz redy 与 | dy| ,feedr 
均 存在 且 相 等 .但 由 上 题 可 知 上 述 二 者 均 不 存在 , 故 F(z,y) 在 (0,1)X(0,1) 上 不 世 可 积 . 
由 上 题 ， 知 | dz| 
可 积 . 
. 令 FCn 一 | f(Dd, 则 F(a) = 0. 由 分 部 积分 公式 ,有 


,ECT dy 下 局 dy| BT1y) dr, 所 以 g(Czy,y) 在 (0,1)X (0,1) 上 也 不 LL 


(0， 


| fz)dz| /od=—| /CDFCodr= [Fay | FC Ca 
[a,b] [a,z] [a,b] [a,b] 


故 F*(b) = 2| f(zDF(z)dz, 即 结论 成 立 . 
10J 
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